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Vergleicht man das Inhaltsverzeichnis mit dem Umfange 
des vorliegenden Buches, so erkennt man leicht, dass hier keine 
erschopfende Behandlung der Funktionstheorie auf ihrem gegen- 
wartigen Standpunkt gegeben wird; in der That ist es auch 
nur meine Absicht gewesen, meinen Zuhiérern einen Uberblick 
tiber das Wesentlichste zu verschaffen und ihnen die notwen- 
digste Grundlage ftir selbstandiges Arbeiten zu geben. Deshalb 
ist das Hauptgewicht auf die allgemeine Theorie gelegt, wiaihrend 
die zweite Abteilung des Buches im wesentlichen als eine Aus- 
wahl von Beispielen ftir die Anwendung der Theorie aufzu- 
fassen ist. 

Wo ich die Werke anderer Schriftsteller benutzt habe, sind 
diese angeftihrt; sollten in dieser Beziehung Unterlassungen 
vorgekommen sein, so bitte ich das entschuldigen zu wollen. 
Gewohnlich habe ich mehr das Ziel solcher Schriftsteller be- 
nutzt als ihre Entwickelungen selbst, da ich, um Plan und 
Einheit des Buches nicht zu stéren, meistens neue Wege zum 
Ziele habe suchen miissen. 

Von Ejinzelheiten, die vermutlich neu sind, will ich einen 
Beweis ftir den Satz anftihren, der nicht von Riemann bewiesen 
ist und den Neumann als Axiom aufgestellt hat, dass sich 
namlich auf einer zusammenhangenden Fliche immer ein Quer- 
schnitt anbringen lasst, der die Flache nicht in zwei Stticke teilt, 
solange diese nicht eine Elementarflache ist, und sodann eine 


daran sich anschliessende Bestimmung einer Normalform fiir 
die Flachen. Ferner eine Summationsformel ftir endliche Reihen, 
die fiir einen speciellen Fall von Adel gegeben worden ist, wo es 
aber an einer genauen Bestimmung der Grenzen fiir die Gtiltigkeit 
der Formel fehlte. Man hat hier wieder ein Beispiel ftir den haufig 
eintretenden Fall, dass die Behandlung einer Frage erleichtert 
wird, wenn man die Variablen als komplex auffasst; wenn S¢ir- 
lings Formel so oft ohne eigentlich befriedigendes Resultat be- 
handelt worden ist, so geschah das, weil man glaubte die Unter- 
suchung auf Reihen mit reellen Gliedern beschranken zu miissen. 
Mit Hiilfe der Summationsformel finde ich einen interessanten 
allgemein gtiltigen Ausdruck fiir die logarithmisch Abgeleitete 
von J°(z). Fiir die Anzahl der Pole und Nullpunkte innerhalb 
einer geschlossenen Kurve wird man einen Ausdruck finden, 
der interessant ist durch seine Analogie mit Gauss’ Formel 
fiir die Elektricitétsmenge innerhalb einer geschlossenen Flache. 
Meine Anwendung der ¢-Funktion zur Bestimmung der Menge 
von Primzahlen unterhalb einer gegebenen Grenze ist im Grunde 
dieselbe wie diejenige Riemanns; dennoch glaube ich, dass sie 
durch die von ihr gewahrte grissere Ubersichtlichkeit nicht 
ohne Interesse ist. 

Ich kann diese Bemerkungen nicht schliessen ohne Prof. 
Dr. v. Fischer-Benzon meinen herzlichen Dank auszusprechen 
fiir die Sorgfalt und Umsicht, durch die er dieses wie so manches 
andere von meinen Biichern auch solchen zugainglich gemacht 
hat, die der dinischen Sprache nicht michtig sind. 


Kopenhagen, im August 1898, 
Julius Petersen. 
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ERSTER ABSCHNITT. 


ALLGEMEINE FUNKTIONSTHEORIE, 


1, 


P 


EINLEITUNG. 


Algebra ist eine Lehre von Zeichensprachen; da es 


jedoch Zeichensprachen giebt, die sich passender Weise nicht 
unter den Begriff Algebra einreihen lassen, so wollen wir die 
Definition folgendermassen begrenzen: 


1) 


2) 


3) 


2. 


Die Sprache muss Bezeichnungen enthalten, die sich 
anwenden lassen, um die Individuen in einer oder 
mehreren, endlichen oder unendlichen Gruppen zu 
charakterisieren. Die Bezeichnungen in der Algebra 
haben nur die Bedeutung, dass sie etwas Verschiedenes 
charakterisieren; erst durch die Anwendungen wird 
das Verschiedene niher bestimmt, z. B. als die ver- 
schiedenen Versetzungen einer gegebenen Anzahl von 
Elementen (endliche Gruppe), die Punkte oder Tan- 
genten einer Kurve (einfach unendliche Gruppe), die 
Punkte einer Ebene (zweifach unendliche Gruppe), die 
Punkte des Raumes oder dessen Drehungen um einen 
festen Punkt (dreifach unendliche Gruppen) u.s. w. 

Die Sprache muss Bezeichnungen ftir gewisse Opera- 
tionen enthalten, durch welche die Individuen der 
Gruppe in Verbindung mit emander gesetzt werden. 

Die Sprache muss das Identitatszeichen ,=“ enthalten, 
das angiebt, dass die dadurch verbundenen Individuen 
identisch sind, oder jedenfalls bei der vorliegenden 
Untersuchung als identisch aufgefasst werden sollen. 


Es mtissen gewisse Fundamentalgleichungen gegeben 


sein, welche die Gruppe, die man behandelt, charakterisieren ; 
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9 ; EINLEITUNG. 


will man die Algebra auf eine Gruppe von Individuen an- 
wenden, so muss man untersuchen, ob diese den Fundamental- 
gleichungen gentigt, auf denen die Algebra ruht. Wahrend 
die Fundamentalgleichungen, wissenschaftlich gesprochen, will- 
kiirlich sind, wird man in der Praxis nattirlich nur solche 
wahlen, die ftir Gruppen, welche von Interesse sind, passen. 
So gilt die Fundamentalgleichung ab = ba wohl bei den ge- 
wohnlichen Anwendungen, aber nicht, wenn die Gruppe bei- 
spielsweise aus Drehungen des Raumes um Axen, die durch 
einen festen Punkt gehen, besteht, und Multiplikation die 
Zusammensetzung solcher Drehungen bedeutet. 

3. Da die Entwickelung der Algebra sich allein auf den 
Fundamentalgleichungen aufbaut und auf rein logischem Wege 
weitergeftihrt wird, so werden solche Gruppen, deren Individuen 
einander eindeutig entsprechen, gleichwertig; denn wenn man 
mit den Individuen der einen Gruppe operiert, kann man sich 
tiberall diese durch die entsprechenden Individuen der anderen 
Gruppe ersetzt denken. So wird die gewéhnliche Algebra, die 
eine einfach unendliche Gruppe von Individuen behandelt, die 
sich durch die Punkte einer Geraden darstellen lassen, ebenso 
gut auf jede Kurve vom Geschlecht Null angewandt werden 
kénnnen; denn die Punkte einer solchen kann man dahin- 
bringen den Punkten einer Geraden eindeutig zu entsprechen. 
Die Bedeutung der Operationszeichen muss dann von der einen 
Gruppe auf die andere mit Hilfe derjenigen Gesetze tibertragen 
werden, welche bestimmen, wie die Punkte einander paarweise 
entsprechen. 

Die komplexen Zahlen lassen sich, wie bekannt, auf un- 
endlich viele Artent) mit den Punkten einer Ebene paaren 
(dahinbringen, den Punkten einer Ebene gegenseitig eindeutig 
zu entsprechen). Im Folgenden wollen wir die gewéhnliche 
Darstellung benutzen, nach der die Axe der imaginaéren Zahlen 
senkrecht steht auf der Axe der reellen Zahlen und ?? = — 1 
ist. Die geometrische Bedeutung der Operationszeichen und 


1) Siehe die Abhandlung des Verfassers in ,Tidsskrift for Mathematik, 
udgivet af J.P.Gram og H.G. Zeuthen‘, 1885, Pg. 1. 


EINLEITUNG. So 


‘die weitere Entwickelung bei dieser Ubertragung wird als be- 
kannt vorausgesetzt. Wir wollen keinen Unterschied machen 
zwischen einer komplexen Zahl und dem ihr entsprechenden 
Punkt, so dass ein Buchstabe, der das eine bezeichnet, ebenso 
gut das andere bezeichnen kann. Der Modulus einer kom- 
plexen Zahl a wird von Weierstrass durch |a) bezeichnet und 
heisst der absolute Betrag der Zahl. 

Der ungeheure Fortschritt, den die Einftihrung des zwei- 
fach unendlichen Zahlensystems ftir die Mathematik mit sich 
brachte, fiihrte naturgemaiss zur Untersuchung von mehrfach 
unendlichen Zahlensystemen; aus diesen Untersuchungen, die 
in einem besonderen Falle von Hamilton begonnen waren, 
spater allgemeiner von Weierstrass aufgenommen wurden und 
von mehreren anderen Schriftstellernt) fortgesetzt worden 
sind, scheint hervorzugehen, dass die mehrdimensionalen Zahlen 
nur eine ziemlich untergeordnete Rolle werden spielen kénnen. 
Die einzigen Systeme, die bis dahin einige Bedeutung erlangt 
haben, sind Hamiltons Quaternionen und die von Gauss in 
die Zahlentheorie eingefiihrten idealen. Zahlen. 


1) Siehe die Abhandlung des Verfassers in Nachrichten der Gesellschaft 
der Wissenschaften, Gottingen 1887. Nr. 17. 


1* 


KAPITEL I. 
KONFORME ABBILDUNG. MONOGENE FUNKTIONEN. 


VORZEIOCHEN, 


1. Die Ebene hat zwei Seiten, die wir, indem wir uns 
die Ebene horizontal denken, die obere und die untere Seite 
nennen wollen. Eine Gerade der Ebene beschreibt einen 
wachsenden Winkel, wenn man, auf der Ebene stehend, die 
Gerade sich entgegensetzt wie der Uhrzeiger drehen sieht. 
Ein rechtwinkeliges Koordinatensystem wird so gelegt, dass 


TT ’ sy. * 
(xy) = 5, Wahrend die z-Axe positiv nach oben ist. 


Ein Flachensttick ist zwsammenhdngend, wenn man durch 
eine stetige Bewegung von jedem seiner Punkte zu jedem 
anderen von seinen Punkten gelangen kann ohne seine Be- 
grenzung zu passieren. 

Ein endlicher, zusammenhangender Teil der Ebene wird 
von einer oder mehreren geschlossenen Kurven, den Rand- 
kurven, begrenzt; von diesen setzen wir voraus, dass keine 
von ihnen sich selbst oder eine von den anderen schneidet; 
sind mehrere Randkurven vorhanden, so muss eine von ihnen 
die tibrigen umschliessen, wiaihrend diese ganz ausserhalb ein- 
ander liegen. Wir durchlaufen die Randkurven in positiver 
Richtung, wenn wir, auf der Ebene gehend, bestandig die 
Flache zur Linken haben. Wird der Punkt als ein unend- 
lich kleines Flachenstiick aufgefasst, so ist hierdurch die posi- 


~ 


KONFORME ABBILDUNG. MOQNOGENE FUNKTIONEN. 3) 


tive Umlaufsrichtung um den Punkt bestimmt. Eine Tangente 
an eine Randkurve erhialt dieselbe positive Richtung 7 wie 
das Bogenelement, wahrend die positive 
Richtung N der Normale sich in das 
Flachensttick hinein erstreckt; man hat also 


T 


(LN) = +5: 


Das hier Gesagte gill im allgemeinen 
auch ftir krumme Flachen mit zwei Seiten, 
die der oberen und unteren Seite der Ebene entsprechen. 


DIE STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION, 


2. Wir legen eine Kugel mit dem Radius 1 so, dass sie 
unsere Ebene in ihrem Nullpunkte O berthrt und unterhalb 
der Ebene fallt. Durch den diametral entgegengesetzten Punkt 
O, der Kugel ziehen wir Geraden 
und die Schnittpunkte dieser mit I 
der Kugel und der Ebene be- 2 _ ee 
stimmen eine ein-eindeutige Ver- a ht eet 
bindung zwischen diesen Punkten aoe 
(Stereographische Projektion). 

Scheinbar entsprechen einem 
Punkte der Ebene zwei Punkte 
der Kugel, aber der eine von 
diesen ist immer der feste Punkt O,, von dem man absehen 
kann. Von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachtet be- 
deutet eine ein-eindeutige Verbindung zwischen den Punkten, 
dass jeder Punkt, wenn der ihm entsprechende gegeben ist, 
durch eine Gleichung ersten Grades bestimmt wird. Diese 
Gleichung wird hier, wenn der Punkt der Kugel gesucht wird, 
vom zweiten Grade sein, aber eine dem festen Punkte O, 
entsprechende konstante Wurzel haben, deren entsprechender 
linearer Faktor sich durch Division entfernen lasst. Der Punkt 
O, entspricht deshalb nur solchen Punkten der Ebene, 
fiir welche der bewegliche Punkt nach O, hinunterrtickt. 
Dies gilt von allen unendlich fernen Punkten der Ebene ; 


oe 
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der Punkt 0, stellt also eine Ausnahme dar, indem er 
allen unendlich fernen Punkten der Ebene entspricht. Um 
sich von diesem Ausnahmefalle zu befreien, fingiert man 
oft, dass alle unendlich fernen Punkte der Ebene in einen ein- 
zigen Punkt oo zusammenfallen. Indem die Punkte der Kugel 
ein-eindeutig denjenigen der Ebene, und diese wieder ein-ein- 
deutig den komplexen Zahlen entsprechen, erhalten wir eine 
ein-eindeutige Verbindung zwischen diesen und den Punkten 
der Kugel bestimmt; wir bezeichnen deshalb jeden Punkt der 
Kugel durch dieselbe komplexe Zahl wie den entsprechenden 
Punkt der Ebene. 

Wenn zwei Flichen oder Flichenstticke auf eine oder die 
andere Weise dahin gebracht sind sich Punkt ftir Punkt zu 
entsprechen, so sagen wir, dass die eine Flache auf der an- 
deren abgebildet worden ist. Einer Kurve auf der einen 
Fliche entspricht dann eine Kurve auf der anderen Flache, 
und einem Schnittpunkt von zwei Kurven auf der einen Flache 
entspricht ein Schnittpunkt der beiden entsprechenden Kurven 
auf der anderen Fliche. Wenn nun zwei beliebige Kurven, 
die durch einen willktirlich gewaéhlten Punkt gezogen werden, 
denselben Winkel mit einander bilder? (Winkel der Tangenten, 
mit Vorzeichen gerechnet) wie ihre Bilder an dem _ entspre- 
chenden Punkte, so nennt man die Abbildung konform; 
diese Benennung wird jedoch auch dann noch benutzt, wenn 
es gewisse Ausnahmepunkte giebt, an denen die Winkel nicht 
gleich gross werden, und das Folgende wird uns zeigen, dass 
eben diese Ausnahmepunkte eine Hauptrolle spielen. Figuren, 
die konforme Abbildungen von einander darstellen, sind wegen 
der Gleichheit ihrer Winkel ahnlich in ihren unendlich kleinen 
Teilen. Ms 

Wir wollen nun die stereographische Abbildung naher 
untersuchen und zuerst zeigen, dass einem Kreise in der 
Ebene ein Kreis auf der Kugel entspricht. 

Eine Kugel geht durch Inversion in eine Kugel tiber, und 
ein Kreis, der sich als Schnittkurve von zwei Kugeln auffassen 
lasst, muss deshalb in einen Kreis tibergehen. Invertiert man 
mit Bezug auf O,, so dass O liegen bleibt, so wird die Ebene 
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in die Kugel tibergehen und die Kugel in die Ebene, wahrend 
die projicierenden Geraden liegen bleiben. Die Abbildung des 
Kreises auf der Kugel ist deshalb dessen inverse Figur, also 
ein Kreis. Da eine Gerade ein Kreis mit unendlich fernen 
Punkten ist, so wird ihr Bild ein Kreis durch 0.. 

Die stereographische Abbildung ist konform; es seien 
namlich AB und AC zwei beliebige Geraden in der Ebene, 
und A werde auf die Kugel in A, projiciert. AB und AC 
werden dann auf die Kugel in zwei Kreisen projiciert, die 
sich in A, und O, schneiden, und an den beiden Schnitt- 
punkten, der Symmetrie wegen, gleich grosse Winkel bilden. 
Da nun der Winkel bei O, gleich dem Winkel BAC ist, so 
wird der Winkel bei A, es auch. Wie oben gezeigt, lasst sich 
die stereographische Abbildung als eine Inversion im Raume 
mit dem Inversionscentrum O, betrachten. Jede Flache wird 
durch Inversion konform abgebildet; wir sehen namlich, dass 
die Winkel nicht verandert werden, wenn wir die Umgegend 
von einem Punkte der Flache als mit der Bertihrungsebene 
zusammenfallend betrachten. 

Die stereographische Projektion, die beim Kartenzeichnen 
angewandt wird, war bereits im Altertum bekannt (Hipparch, 
Ptoleméus), ebensowohl wie ihre LEigenschaft, Kreise als 
Kreise abzubilden. Dagegen bemerkte Hook wohl zuerst, dass 
diese Abbildung konform ist. 

3. Wir kennen bereits von der elementaren Planimetrie 
her verschiedene einfache konforme Abbildungen der Ebene 
in dieser selbst, da kongruente, ahnliche und inverse Figuren 
konforme Abbildungen von einander sind, die letztgenannten 
jedoch so, dass die gleich grossen Winkel entgegengesetzte 
Vorzeichen erhalten. Wir kénnen diese Abbildungen durch 
einfache Gleichungen bestimmen; so dritickt die Gleichung 

Wi 2 0, 
worin « eine komplexe Konstante ist, aus, dass die Punkte 2 
und w kongruente Figuren beschreiben, die aus einander durch 
eine in Grésse und Richtung durch a bestimmte Parallel- 
verschiebung gebildet werden. Die Gleichung 
W= a2 
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driickt aus, dass die von w beschriebene Figur aus der von 2 
beschriebenen gebildet ist durch eine Drehung um den Null- 
punkt, fiir welche der Drehungswinkel das Argument dar- 
stellt, waihrend das Drehungsverhaltnis der absolute Betrag von 
a ist. Die Gleichung 


driickt aus, dass die von w beschriebene Figur aus der von 2 
beschriebenen gebildet ist durch eine Inversion und eine Um- 
legung um die Axe der reellen Zahlen. 

Unter einer linearen Transformation einer Figur verstehen 
wir eine Transformation, die bestimmt wird durch die Gleichung 

a+ bz 
ere 

worin «, 4, ¢ und d beliebige, komplexe Konstanten sind, je- 
doch so, dass der Bruch nicht auf eine Konstante reduciert 
wird, das heisst, dass seine Determinante, ad — be, nicht gleich 
Null ist. Dadurch, dass man auf passende Weise die frtiher 
angegebenen Transformationen nach einander anwendet, kann 
man die allgemeine lineare Transformation bilden, und diese 
muss deshalb eine konforme Abbildung bestimmen. Man sagt 
von den beiden von w und z gleichzeitig beschriebenen Figuren, 
dass sie sich in Kreisverwandtschaft befinden, weil ein Kreis 
(darunter eine Gerade mit einbegriffen) in der einen Figur als 
ein Kreis in der anderen abgebildet wird. 

Da die stereographische Abbildung konform ist, so miissen 
lineare Transformationen auf der Kugel auch konforme Abbil- 
dungen geben. 


MONOGENE FUNKTIONEN, 


4. Wir sagen, dass w eine Funktion von 2 ist, wenn 
auf die eine oder andere Weise eine solche Verbindung zwischen 
den beiden Gréssen stattfindet, dass bestimmte Werte von w 
bestimmten Werten von z entsprechen. Diese Definition haben 
wir jedoch noch etwas genauer zu pricisieren. 

Unter dem Bereich eines Punktes verstehen wir ein 
Flachenstiick, in welchem der Punkt belegen ist; dieses kann 
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so klein sein, wie man will, wenn nur die begrenzende Kurve 
lberall endlichen Abstand vom Punkte hat. Eine Funktion 
heisst stetig in einem Punkte z) mit dem Functionswerte w,, 
wenn man mit z, als Mittelpunkt einen solchen Kreis zeichnen 
kann, dass fiir alle Punkte innerhalb des Kreises |w—wy! < », 
wo g eine gegebene beliebig- kleine positive Grésse bedeutet. 
Ist die Funktion mehrdeutig, so meinen wir hiermit, dass, 
wenn wir im Punkte 2 einen beliebigen Wert w, von den 
Funktionswerten wahlen, zwischen den jedem Nachbarpunkte 
entsprechenden Funktionswerten einer sein muss, dessen Unter- 
schied von w, einen unendlich kleinen absoluten Betrag hat; 
eben diesen Unterschied bezeichnen wir als Zunahme. Jeder 
einzelne von den Funktionswerten erhilt auf die Weise in der 
Umgegend des Punktes seine bestimmte stetige Fortsetzung 
und bestimmt dadurch innerhalb gewisser Grenzen eine ein- 
deutige Funktion. 

Die erste Forderung, die wir an unsere Funktionen stellen, 
ist nun die, dass sie im Allgemeinen stetig in der ganzen 
Ebene sein sollen, oder jedenfalls ftir emen gewissen Teil der 
Ebene. 


2 


Deore malt : ou WOE: 
Wenn wir ftir einen Punkt 2 das Grenzverhiltnis j be- 
dz 


stimmen, so mtissen wir erwarten, dass dieses abhangig wird 
sowohl von 2 als auch vom Argument von dz. Wir stellen 
indessen die Forderung, dass der Differentialquotient im All- 
gemeinen unabhangig sein soll vom Argument von dz, also 
eine Funktion von 2 allein. Wir bezeichnen diese als die 
Abgeleitete der Funktion. Es kann jedoch, ohne das die Be- 
zeichnung als Funktion zu gelten aufhért, eine endliche oder 
unendliche Anzahl zerstreuter Punkte, ja sogar ganze Kurven 
geben, fiir deren Punkte die aufgestellten Forderungen nicht 
erfiillt sind; solche Punkte nennen wir singuldre Punkte; die 
nicht singuliren Punkte sind regular. 

Fine Funktion wird haufig so definiert, dass die Definition 
nur fiir einen Teil der Ebene gilt. So wird eine Definition 
mittels einer unendlichen Reihe nur fiir ‘den Teil der Ebene 
gelten, fiir den die Reihe konvergent ist. Viele Definitionen 
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mittels bestimmter Integrale gelten gleichfalls nur ftir einen 
Teil der Ebene. Man bemtiht sich in solechen Fiillen die 
Funktion zu erweiteren oder fortzusetzen, indem man ver- 
sucht andere Definitionen zu finden, die fiir emen grésseren 


fiir die 


1 
l—e 
ganze Ebene definiert, wiahrend die entsprechende Reihen- 
entwickelung nur fiir Punkte gilt, die innerhalb eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt und mit dem Radius 1 
liegen. Es giebt Funktionen, die sich nicht auf die ganze Ebene 
erweitern lassen; wenn man auf eine geschlossene Kurve 
stésst, die aus lauter singuliren Punkten besteht, so wird eine 
Erweiterung tiber diese Kurve hinaus nicht mdglich sein. 

Wenn wir von einer Funktion reden, so meinen wir 
damit die so viel wie méglich erweiterte Funktion, selbst wenn 
wir eine engere Definition benutzen. Es ist hier von ent- 
scheidender Bedeutung, dass eine Funktion, wie spater gezeigt 
werden wird, sich nur auf eine Art erweitern lisst, d. h., 
wenn die Erweiterung auch auf verschiedenen Wegen ge- 
schieht, so bleibt das Resultat dasselbe, wenn die Erweite- 
rung tibereinstimmend mit den oben aufgestellten Forderungen 
geschieht; so kénnen wir beispielsweise schliessen, dass eine 
Funktion, die in einem kleinen Teil der Ebene konstant ist, 
in der ganzen Ebene konstant sein muss, denn diese Erwei- 
terung stimmt zu unseren Bedingungen, und eine andere Er- 
weiterung ist dann nicht méglich. 

Wir haben also wohl zu beachten, dass die mathematischen 
Ausdriicke, durch welche die Funktionen in der Regel definiert 
werden, nicht fiir die ganze Ebene zu dem zu stimmen 
brauchen, was wir nun unter der Funktion verstehen; es ist 
ausreichend, wenn der Ausdruck fiir einen Teil der Ebene 
eine Bestimmung liefert, die zu unseren Bedingungen stimmt; 
dadurch ist dann die Erweiterung bestimmt und sie kann 
durch Methoden ausgeftihrt werden, die spiter entwickelt 
werden sollen, aber es ist nicht sicher, ob die Erweiterung 
fiir andere Teile der Ebene zu dem gegebenen Ausdruck passt. 
So werden wir spiter ein bestimmtes Integral kennen lernen, 


Teil der Ebene gelten; so ist die Funktion 
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das auf den beiden Seiten einer gewissen Geraden zwei ver- 
schiedene Funktionen bestimmt, die sich jede fiir sich auf die 
ganze Kbene erweitern lassen. Sobald man eine von ihnen 
tiber die genannte Gerade hinaus erweitert, so erhdlt man 
Werte, die nicht zum Integrale stimmen. Man braucht nicht 
einmal vorauszusetzen, dass es ftir irgend einen Teil der 
Funktion einen mathematischen Ausdruck giebt. Wenn wir 
nur auf die eine oder andere Weise fiir einen noch so kleinen 
Teil der Ebene solche, den einzelnen Punkten entsprechende, 
Werte bestimmen, die unseren Bedingungen gentigen, so ist 
dadurch eine Funktion vollsténdig bestimmt. 

Funktionen, wie wir sie hier bestimmt haben, werden von 
Cauchy monogene Funktionen genannt; da andere Funk- 
tionen gegenwartig keine wesentliche Rolle in der Mathematik 
spielen, so wollen wir im Folgenden unter Funktionen einer 
Variablen stets monogene Funktionen verstehen. 

Alle Funktionen, die gewohnlich in der Differentialrech- 
nung behandelt werden, sind monogen, denn die Methoden, 
durch welche ihre Abgeleiteten als Funktionen von 2 bestimmt 
werden, lassen sich ebenso gut ftir komplexe wie fiir reelle 
Zahlen anwenden. 

5. Ist e=a+y, so wird eine Grosse f, die in ge- 
gebener Weise von « und y abhangt, ftir jeden Punkt der 
Ebene bestimmt sein; erfahren x und y die Zunahmen dx und 
dy, so wird f die Zunahme 


erhalten, und 2 die Zunahme dx +idy; nun soll das Ver- 
hiltnis zwischen diesen beiden Zunahmen, wenn f eine Funk- 
tion von z sein soll, unabhaingig sein von dem Verhdaltnis 
zwischen da und dy; die notwendige und ausreichende Be- 
dingung hierftir ist, dass die Koefficienten von dw und dy in 
den beiden Ausdriicken proportional sind, oder dass der Glei- 
chung 
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identisch gentigt wird. Diese Gleichung drtickt also die Be- 
dingung dafiir aus, dass f eine Funktion von ¢ ist. 

Ist f auf die Form w+ iv gebracht, worin w und v reelle 
Funktionen von 2 und y sind (d. h. solche, die reelle Werte 
fiir alle reellen Werte von x und y haben), so wird die Be- 
dingung 


ra) ra) 


eu . Ov Ou Ov 
Weary ar (Pe a ae O, 
iv Ox Oy oy 


die in die folgenden beiden zerfallt: 


du dv dv Ou 
(2) uo v l 


a eS 3 ra [a 
dx Oy’ Ox oy 


— . ’ 


aus diesen leitet man durch partielle Differentiation ab: 


© i) O2 
, Cu Cu om) Ov 
(3) m3 t+ 3 = 0; aa +7, = 9, 
bx by Ox oy 
also auch 
62 on 
( Of 
(4) D2 + 73> 
OL oY 


Die Funktionen wv und v kénnen also nicht beliebig sein, da 
sie derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung gentigen 
miissen; ist die eine von ihnen bekannt, so lasst sich die 
andere bis auf eine Konstante durch die Gleichungen (2) be- 
stimmen. 

6. Erteilen wir z zwei unendlich kleine Zunahmen mit 
verschiedenen Argumenten, dz und dz,, so erfahrt w zwei 
entsprechende Zunahmen dw und dw, Wir haben dann 


(5) dw = f(z) dz; dw, =f (2) dz, 


woraus, wenn /’ (z) in dem betrachteten Punkte eine endliche 
von Null verschiedene Grdsse ist, folgt, dass 


(6) sale 


dw dz 


Hier ist das Argument des ersten Bruches gleich dem Winkel 
von dw nach dw,, dasjenige des zweiten gleich dem Winkel 
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von dz nach dz, Die Gleichung driickt also folgenden 
Satz aus: 

Wenn wir mit Hiilfe der Gleichung w =f (2), wo f eine 
beliebige Funktion ist, die z-Ebene auf einer anderen, der w- 
Ebene, abbilden, so ist die Abbildung konform. 

Umgekehrt wird eine konforme Abbildung der z-Ebene 
und der w-Ebene auf einander w als Funktion von z, und z 
als Funktion von w bestimmen, denn die Ahnlichkeit der 
Ebenen in den unendlich kleinen Teilen bringt die Gleichung 
(6) mit sich, die ausdriickt, dass der Differentialquotient unab- 
hangig ist von der Richtung der Zunahme. Wir sehen also, 
dass wenn w eine Funktion von 2 ist, auch zg eine Funktion 
von w ist; die beiden Funktionen heissen jede die wmge- 
kehrte Funktion der anderen. 

@ie konforme Abbildung zeigt auch, dass, wenn w eine 
Funktion von w, und w, eine Funktion von z ist, auch w 
eine Funktion von @ ist. 

Die Punkte, in denen /” (z) Null oder unendlich ist, sind 
singulare Punkte, ftir welche die Abbildung nicht konform 
wird; sind alle abgeleiteten Funktionen Null bis zu derjenigen 
von der Ordnung p, die endlich ist und nicht Null, so erhalt 
man statt der Gleichung (6) die folgende: 


dw, nd (=) p 
hoe 9 


dw dz 


aus der hervorgeht, dass die Winkel, die ihren Scheitelpunkt 
in z haben, bei der Abbildung mit p multipliciert werden. 
Betrachten wir 2 als Funktion von w, so wird die Abgeleitete 
im Punkte w unendlich werden, und die Winkel, die ihren 
Scheitelpunkt in w haben, werden bei der Abbildung durch 
p dividiert. 

Die Punkte, fiir welche die Abgeleitete Null ist, spielen 
im Allgemeinen keine wesentliche Rolle bei der Untersuchung 
der Funktion, und sie werden deshalb in der Regel nicht zu 
ihren singuliren Punkten gerechnet; sie bestimmen dagegen 
singulare Punkte fiir die umgekehrte Funktion und bei der 
konformen Abbildung. 


. 
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Soll man einen Punkt untersuchen, in dem 2 oder w un- 
endlich ist, so fiihrt man den reciproken Wert ein; dadureh 
werden, wie friiher gezeigt, die Winkel nicht verandert. 


Beispiel. w= 2 

? , ari 
Man hat utiv=(e@+iyy, 
also u=a'— vi »o=2 vy, 


wo uw und vr die rechtwinkeligen Koordinaten in der w-Ebene 
sind. Die beiden Gleichungen zeigen, dass die gleichseitigen 
Hyperbeln in der e-Ebene, x? — y’ = Const. und 2. vy = Const., 
als zwei Systeme von Parallelen abgebildet werden, wu = Const. 
und » = Const. Hieraus schliesst man, dass die beiden Sy- 
steme von Hyperbeln sich unter rechten Winkeln schneiden 
oder orthogonale Trajektorien von einander sind. e 

Einem gegebenen Punkte (uw, v) entsprechen zwei Werte 
von z, d. h. zwei reelle Schnittpunkte ftir die beiden ent- 
sprechenden Hyperbeln. Die beiden anderen Schnittpunkte 
dieser Hyperbeln haben komplexe Koordinaten, die « + 7y 
dieselben Werte geben miissen wie die reellen, da 2 nur zwei 
Werte hat. 

Die singulaéren Punkte sind die Punkte 0 und co. In dem 
ersten ist f’ (2) = 0, wahrend /’’(z) = 2 ist. Die Winkel an 
diesem Punkte werden deshalb bei der Abbildung verdoppelt; 
bei dem zweiten Punkte erhalt man, wenn man die reciproken 
Werte w, und z, einfihrt, 


(ec 2 
Di 1h, 


so dass dieser Punkt sich wie der Punkt O verhaélt. Es” wird 
das Bild von der Axe der reellen Zahlen bestimmt durch 


i a= 


woraus hervorgeht, dass wenn der Punkt z von —co bis + co 
geht, der Punkt w sich von + co bis 0 bewegt und von da 
nach + co zuriickkehrt. Der Winkel = im Punkte 0 wird also 
bei der Abbildung verdoppelt. 
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Die Lemniskate (# + vy’) =2¢@ (a — 7), oder richtiger 
ihr eines Blatt, wird als der Kreis w’ + 7? = 2a’ wu abgebildet. 


Die Winkel im Nullpunkte sind beziehungsweise ; und «. 


a 


UNSTETIGKEITSSTELLEN, 


7. Es sind dies singulére Punkte in welchen die Funktion 
unstetig ist; nach einer von Weierstrass eingeftihrten Be- 
zeichnung werden sie in wnwesentliche und wesentliche geteilt. 
Die ersteren, die auch Pole genannt werden, sind solche 
Punkte, in denen die Funktion unendlich wird, wéhrend ihr 
reciproker Wert stetig im Bereich des Punktes ist. In einem 
wesentlichen singuléren Punkte ist der Funktionswert in Wirk- 
lichkeit unbestimmt, da er von dem Wege abhingt, auf dem 
man sich dem Punkte naéhert. Dasselbe muss dann vom 
reciproken Werte der Funktion gelten. Wir werden spéter 
sehen, dass algebraische Funktionen keine wesentlichen sin- 
gularen Punkte haben, wahrend eine transcendente Funktion 
immer mindestens einen solchen Punkt besitzt; dieses kann 
der Punkt co sein, und der Satz sagt dann in Wirklichkeit 
aus, dass man, indem man z auf verschiedenen Wegen bis 
ins Unendliche wachsen lasst, verschiedene Grenzwerte ftir die 


Funktion erhalten kann. 
3 


(¢ — a) (e— 3) 
in den Punkten a, 6 und co, und diese Punkte sind Pole, da 
der reciproke Wert des Bruches in ihnen Null ist und stetig 
in ihrer Umgegend. 

Beispiel 2. Die Funktion w= e* ist endlich und _ stetig 
fir alle endlichen Werte von 2; setzt man 


wird unendlich 


Beispiel 1. Die Funktion 


z2=r (cos @ + isin 9), 
so erhalt man 
reos@ irsin@ 
Se é F 
worin der zweite Faktor den absoluten Betrag 1 hat, wahrend 
der erste bis ins Unendliche mit r wichst, wenn cos @ einen kon- 
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stanten positiven Wert hat, gegen Null abnimmt, wenn r bis 
ins Unendliche wachst, wihrend cos @ negativ ist, und un- 
bestimmt wird fiir + = co und cos 8 = 0. Die Funktion hat 
also in co einen wesentlichen singuliren Punkt. Dasselbe gilt 
von sin 2, cos 2 und ty 2, aber wahrend die beiden ersten 
endlich sind ftir alle endlichen Werte von 2, hat die letzte 
Pole in allen den Punkten, in denen cos 2 Null ist. 

Lassen wir in w =e? 2 sich ins Unendliche entfernen auf 
der Spirale 


wo m eine beliebige positive Zahl bedeutet, so erhalt man 


-_ ™m * m 
» (sin — +icos—) 
we u Ys 


woraus man ersieht, dass w, wenn 7 ins Unendliche wiachst, 
sich asymptotisch einem Kreise nahert, der bestimmt ist durch 
w=e™ (cosr + isin’) 


und also jedem beliebigen Wert mit dem absoluten Betrage 
e™ unendlich oft unendlich nahe kommt. 


KAPITEL II. 


EIN- UND MEHRWERTIGE FUNKTIONEN. RIEMANNSCHE 
FLACHEN. 


RATIONALE FUNKTIONEN, 
8. Die Funktion 


W=2—-E6 


ist einwertig, denn jedem Werte von z2 entspricht ein Wert 
von w. 

Lassen wir 2 sich stetig bewegen, so muss auch w sich 
stetig bewegen, und wenn der Punkt z an seinen Ausgangs- 
punkt zurtickgekehrt ist, nachdem er eine geschlossene Kurve 
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in positiver Richtung beschrieben hat, so muss w auch eine 
geschlossene Kurve beschrieben haben. Wenn wir indessen 
die stetigen Veranderungen des Argumentes 
von w betrachten, so ergiebt sich ein Unter- 
schied, je nachdem der feste Punkt « inner- 
halb oder ausserhalb der von 2 beschriebenen 
Kurve liegt. Im ersten Falle wird niamlich eine Gerade von 
a nach zg, die der Grésse und Richtung nach w darstellt, sich 
einmal herum gedreht haben, so dass das Argument von w 
eine Zunahme von 27 erfahren hat. Im zweiten Falle ist diese 
Zunahme Null, da das Argument wahrend der Bewegung gleich 
grosse positive und negative Zunahmen erhalten hat. 

Die rationale ganze Funktion vom nten Grade 

w= A(z—a,) (2g—a,)...(@—ay) 
ist auch einwertig. Beschreibt 2 eine geschlossene Kurve, so 
muss das Argument von w eine Zunahme erfahren, die gleich 
der Summe der Zunahmen ist, welche die Argumente der ein- 
zelnen Faktoren erhalten; die Zunahme wird also 24a, wenn 
die in positiver Richtung von z durchlaufene Kurve & von den 
Punkten a umschliesst. (Satz von Cauchy). 

Es sei w=/f(z) eine Funktion, die eindeutig und stetig in 
einem gewissen Flaichensttick ist, und die in diesem Flachen- 
stiick und auf seiner Begrenzung nicht Null werden kann, Dann 
lasst sich nachweisen, dass Arg. w die Zunahme Null erfihrt, 
wenn 2 um das Flachensttick herumgeht. 

Wir teilen das Flachensttick durch eine beliebige Linie 4B 
in zwei Teile. Die Zunahme des Argumentes wird dann gleich 
der Summe der Zunahmen, die es dadurch er- 
fahrt, dass z positiv um die beiden kleineren MA 
Flachenstiicke herumgeht; dadurch wird namlich 
die hinzugefiigte Linie zweimal in entgegengesetz- 4 D 
ten Richtungen durchlaufen, und die diesen ent- 
sprechenden Zunahmen heben einander auf. Wenn der Satz 
nun nicht fiir das gegebene Flachensttick gilt, so muss, da 
die Zunahme nur ein Vielfaches von 2a sein kann, jedenfalls 
unter den kleineren Flaichenstticken eines sein, ftir das er nicht 
gilt. Dieses lasst sich nun aul dieselbe Weise behandeln u. s. w.; 

2 


B 


18 ERSTER ABSCHNITT. KAPITEL Il. 


daraus ersehen wir, dass es gentigt zu beweisen, dass der Satz 
fiir ein Flachenstiick gilt, welches wir uns so klein denken 
kénnen, wie wir wollen. 

Nun sei 2, ein Wert mit dem entsprechenden Funktions- 
wert w,, wo |, nicht Null ist. Wegen der Stetigkeit der 


0 


Funktion kann man dann eine Zahl e so bestimmen, dass ftir 


fi 


, + Beschreibt 2 eine geschlossene 
Kurve, auf welcher tiberall |2—z,| <9, so muss w eine ge- 
schlossene Kurve beschreiben, die den Nullpunkt nicht enthalt, 
und das Argument von w—w, kann dann keinen Zuwachs er- 
fahren haben, 

Der Satz gilt fiir eine ganze algebraische Funktion, da 
eine solche stetig in jedem endlichen Teil der Ebene ist. 
Seine Richtigkeit folgt unmittelbar aus dem oben bewie- 
senen Satz von Cauchy, sobald man voraussetzt, dass eine 
ganze rationale Funktion sich immer in Faktoren vom ersten 
Grade zerlegen liisst; wir haben diesen Satz oben nicht be- 
nutzt, da wir das Entwickelte benutzen wollten, um ihn zu 
beweisen.*). 

Da wir gesehen haben, dass wir, wenn wir ein Flachen- 
stiick umkreisen, in dem die Funktion keinen Nullpunkt hat, 
das Argument der Funktion nicht verandern, so kénnen wir 
namilich jetzt den Satz von Cauchy umkehren und erhalten dann, 
indem wir einen Nullpunkt « pmal mitzihlen, wenn (z—a)p 
Faktor ist: 

Erfihrt das Argument ciner ganzen rationalen Funktion 
die Zunahme 2ka, wenn z eine geschlossene Kurve beschreibt, 
so hat die Funktion innerhalb dieser Kurve gerade k Nullpunkte. 

Wir wollen nun die Anzahl der Nullpunkte ftir die ganze 
rationale Funktion 


2—z,| < ¢ auch |w—w,|<| w, |. 


A+ Bet+...4+K 
suchen, und lassen deshalb z einen Kreis um den Anfangs- 
punkt als Mittelpunkt beschreiben. Da alle Nullpunkte im 
Endlichen liegen miissen, so kénnen wir uns den Radius so 
gross denken, dass der Kreis sie alle umschliesst. Setzen wir 


*) Briot et Bouquet: Theorie des fonctions elliptiques. 
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Bay 80 wird z den grossen Kreis in positiver Richtung be- 


schreiben, wenn wir w einen diesem entsprechenden sehr kleinen 
Kreis um den Anfangspunkt in negativer Richtung beschreiben 
lassen. Nun ist die Funktion, wenn w eingefiihrt wird, 


AS Bue aan Khu 


tf 


u” 


durch die Bewegung von w erfaihrt das Argument des Zahlers 
keine Zunahme, da der Zahler keinen Nullpunkt innerhalb des 
kleinen Kreises hat; das Argument des Nenners erhalt dagegen 
die Zunahme — 2nz; fiir den Bruch, also auch fiir die ge- 
gebene Funktion, ist die Zunahme daher 2n2. Dadurch haben 
wir bewiesen, dass die gegebene Funktion vom nten Grade 
eben » Nulpunkte hat. 

Kine Funktion heisst holomorph innerhalb eines gewissen 
Flachensttickes, wenn sie in diesem Flichensttick einer ganzen 
rationalen Funktion dadurch gleicht, dass sie tiberall eindeutig 
und stetig ist. 

9. Die allgemeine gebrochene rationale Funktion 

pret a la 

bee + beret +...’ 
die unverktirzbar gedacht wird, hat Nullpunkte in den w Null- 
punkten des Zahlers und Pole in den p Nullpunkten des Nen- 


. . 
ners. Um den Punkt co zu untersuchen, setzen wir z= 
u 


Ist p>, so zeigt eine Multiplikation von Zahler und Nenner 
mit wr, dass wu = 0 oder z= co (p—n)mal Nullpunkt ist; ftir 
n>p sehen wir auf dieselbe Weise, dass z= co (n—p)mal 


Nullpunkt ftir ist, und wir sagen deshalb, dass der Punkt 


(n—p)mal Pol fiir w ist, oder dass w (n—p)mal unendlich im 
Punkt co wird. Ftir n= p erhalt w im Punkte co den Wert 
a,: 6, Das Resultat ist also, dass der Bruch in allen Fallen 
eleich viele Male Null und unendlich wird, namlich so oft, als 
die grésste von den Zahlen n und p angiebt. Da der Bruch 
jedesmal einen beliebigen Wert & erhalt, sobald die Funktion 


w—k Null ist, und diese, wie man sieht, sobald man ihr Bruch- 
Oe 
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form giebt, ebenso oft Null wird wie w, so lasst sich der Satz 
folgendermassen ausdriicken: 

Eine rationale Funktion nimmt alle Werte gleich viele 
Male an. 

Eine Funktion heisst meromorph in einem gewissen Teil 
der Ebene, wenn sie in diesem einer rationalen gebrochenen 
Funktion dadurch gleicht, dass sie eindeutig und stetig ist mit 
Ausnahme gewisser Punkte, die Pole sind. 

Sagen wir im Folgenden, dass eine Funktion gewisse 
Eigenschaften in der ganzen Ebene oder auf der ganzen Kugel 
besitzt, dass sie z. B. holomorph oder meromorph ist, so meinen 
wir in dem ersten Falle, dass die Eigenschaft ftir alle endlichen z 
stattfindet, wahrend wir im zweiten Falle z = co mitrechnen. 


MEHRWERTIGE FUNKTIONEN, 


10. Wenn eine Funktion, w = f(z), so difiniert ist, dass 
jedem Werte von z mehrere Werte von w entsprechen, so 
heisst die Funktion mehrwertig. Eine algebraische Funktion 
wird als Wurzel einer algebraischen Gleichung definiert, deren 
Koefficienten ganze rationale Funktionen von zg sind. Ist die 
Gleichung vom nten Grade, so haben wir hier ein Beispiel ftir 
eine n-wertige Funktion. In log z, are sin 2 u. s. w. haben 
wir Beispiele fiir Funktionen mit unendlich vielen Werten. «Wir 
wollen uns im Folgenden denken, dass unsere Funktion eine 
endliche Anzahl von Werten hat, aber unsere Untersuchungen 
werden im Allgemeinen eben so gut fiir eine unendliche Anzahl 
von Werten gelten. 

Es sei 2, ein beliebig gewahlter Wert von z2 und ihm 
modgen die Funktionswerte w,, w,,...w, entsprechen. Indem 
wir mit z, anfangen, lassen wir 2 eine beliebige geschlossene 
Kurve beschreiben, von der wir jedoch voraussetzen wollen, 
dass sie durch keinen singuliren Punkt geht. 

Da die Funktion stetig ist, so werden die Punkte w sich 
gleichzeitig mit 2 stetig hewegen und m der geschlossenen Kurve 
entsprechende Zweige beschreiben; von diesen wissen wir, dass 
sie in den Punkten w,, w,,..., endigen mtissen, da es keine 
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anderen Punkte giebt, die z, entsprechen, aber wir wissen nicht, 
in welchen von diesen Punkten die verschiedenen Zweige en- 
digen. Es ist méglich, dass der Zweig, der in w, beginnt, auch 
in w, endigt, so dass dieser Zweig eine geschlossene Kurve 
bildet, aber es ist auch méglich, dass er in einem anderen von 
den Punkten endigt. Da die Funktion » Werte hat, so mtissen 
alle Punkte als Endpunkte auftreten, und zwar jeder fiir einen 
Zweig; da zugleich jeder Punkt Anfangspunkt fiir einen Zweig 
ist, so mlissen alle Zweige zusammen ein System von geschlos- 
senen Kurven bilden, aber von der Anzahl dieser ldsst sich 
nur sagen, dass sie wenigstens 1 und héchstens n betrigt. Wir 
wollen nun versuchen einen genaueren Einblick in diese Ver- 
haltnisse zu gewinnen. Hier erhalten namentlich solche Werte 
von z Bedeutung, ftir welche zwei oder mehrere der Funktions- 
werte zusammenfallen. Die entsprechenden Punkte in der Ebene 
von 2 heissen mit einer Ausnahme, die spiter erwahnt werden 
wird, Verzweigungspunkte (Riemann) oder kritische Punkte 
(Hermite). Wenn 2 sich einem Verzweigungspunkte nahert, 
so werden sich zwei oder mehrere von den Punkten w ein- 
ander nahern, wahrend sie sonst von einander wohl getrennt 
sind. Eimem Verzweigungspunkt in der 2-Ebene entspricht in 
der w-Ebene ein Punkt, in dem sich zwei oder mehrere Zweige 
schneiden. 

Nun mdoge zg eine kleine geschlossene Kurve beschreiben, 
die nicht am Verzweigungspunkte liegt; die Funktionswerte 
liegen dann von einander wohl getrennt; der Stetigkeit wegen 
miissen die Punkte w kleine Kurvenstticke beschreiben, die, 
wenn der Weg von ¢ hinreichend klein genommen wird, nicht 
von einem der Ausgangspunkte bis zu einem der anderen 
reichen kénnen; jeder der kurzen Zweige muss dann in seinem 
eigenen Ausgangspunkt endigen, und jeder einzelne Funktions- 
wert beschreibt also eine geschlossene Kurve. Ein Pol, der 
nicht zugleich Verzweigungspunkt ist, spielt keine besondere 


facte sy 1 
Rolle, denn setzen wir in einem solchen Punkt w= 77 80 mius- 


sen w und w gleichzeitig geschlossene Kurven beschreiben, und 
u ist der Definition gemiss stetig im Bereich des Poles. Von 
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wesentlichen singuliren Punkten wollen wir hier absehen; diese 
verlangen bei der Behandlung transcendenter Funktionen eine 
besondere Untersuchung. 

Wir wollen nun zu dem kleinen von 2 wnkreisten Flichen- 
stiick ein anderes hinzufiigen, und zwar so, dass die beiden 
Flachenstiicke ein Sttick der Randkurve gemeinsam haben. 
Fiir das hinzugefiigte Flichenstiick gelten dieselben Betrach- 
tungen wie fiir das urspriingliche, und da ein successives Um- 
kreisen der beiden Flichenstticke durch ein Umkreisen des 
Gesamtareals ersetzt werden kann, so wird auch bei einem 
solchen jeder der Funktionswerte eine geschlossene Kurve be- 
schreiben. Dies wird seine Giiltigkeit behalten, wenn wir die 
Erweiterung der Kurve fortsetzen, solange wir dabei nicht einen 
Verzweigungspunkt erreichen. Wenn ein hinzugefiigtes kleines 
Flichenstiick einen solchen enthélt, so gilt unser Beweis nicht, 
da in der Nihe eines solchen wenigstens zwei der entsprechenden 
Funktionswerte sehr nahe gleich gross werden. Wiahrend im 
Allgemeinen jeder Zweig auf bestimmte Weise forlgesetzt wird, 
so wird man, wenn man an einen Verzweigungspunkt celangt, 
wo zwei Zweige sich schneiden, auf zwei Arten fortfahren 
kénnen ohne die Stetigkeit zu gefiihrden. 

Dass Resultat unserer Untersuchung ist also folgendes: 

Wenn z ein Flichenstiick umkreist, das keinen Verzweigungs- 
punkt enthdalt, oder mit anderen Worten, wenn 2 eine geschlos- 
sene Kurve beschreibt, die sich durch stetige Anderung in einen 
Punkt zusammenzichen ldsst, ohne dass dabei ein Verzweigungs- 
punkt passiert wird, so werden alle entsprechenden Zweige ge- 
schlossene Kurven sein; beginnen wir also mit einem gewissen 
Funktionswert, so werden wir mit demselben Werte enden. 

Schliesst die Kurve dagegen einen Verzweigungspunkt ein, 
so sind vielleicht zwei oder mehrere der Zweige keine geschlos- 
senen Kurven. Wir kénnen also dann mit einem anderen 
Funktionswerte endigen als der ist, mit dem wir begonnen 
haben. 

Wenn fiir einen gewissen Wert von 2 zwei oder mehrere 
Funktionswerte zusammenfallen, so kann es sich doch ereignen, 
dass jeder von den Funktionswerten in sich selbst tibergeht, 


EIN- UND MEHRWERTIGE FUNKTIONEN. RIEMANNSCHE FLACHEN, a3 


sobald z eine kleine geschlossene Kurve um den Punkt be- 
schreibt; ist dieses der Fall, so wird der Punkt nicht mit unter 
die Verzweigungspunkte gerechnet. 


Hh 


Beispiel 1. w=V2—a. 


Die Funktion hat n Werte, die in einen zusammenfallen 
fir 2=a und z=oco. Diese beiden Punkte sind Verzweigungs- 
punkte. Beschreiben wir um z= a eine geschlossene Kurve 
in positiver Richtung, so wird, wie frtiher gezeigt, Arg. (2z—a) 
die Zunahme 2z erfahren, das Argument zu jedem der Werte 


von w also die Zunahme re Lassen wir z. B. die geschlossene 


Kurve einen Kreis um « mit dem Radius 1 sein, so werden die » 
Werte von w auf einem Kreise mit w =O als Mittelpunkt und dem 
Radius 1 liegen, und zwar so, dass sie die Peripherie in x gleiche 
Teile teilen. Wenn 2 seine ganze Kreisperipherie beschreibt, 


so werden die Funktionswerte jeder — der Kreisperipherie be- 
n 


schreiben, also jeder von den Zweigen dort enden, wo der nachste 
beginnt. Indem der Punkt ¢ in positiver Richtung um den 
Punkt a geht, geht er ebensowohl um den Punkt co, aber in 
negativer Richtung, der Punkt co ist deshalb ein Verzweigungs- 
punkt von derselben Art wie der Punkt a Zu demselben Re- 
sultat gelangt man, wenn man die reciproken Werte von w 
und z einfthrt. 

Wenn die Kurve beide Verzweigungspunkte einschliesst, 
so ist das dasselbe, als wenn sie keinen von ihnen einschiiesst, 
da dié Kurve ebensowohl Randkurve ftir den einen Teil der 
Kugelfliche ist wie ftir den anderen. In diesem Falle erfahrt 
Arg. (e—a) keine Zunahme, und dasselbe muss dann fur die 
Werte von w gelten, so dass alle Zweige geschlossene Kurven 
werden. 

Wir machten hier eine Bemerkung, die tibrigens allgemein 
gilt, némlich diejenige, dass man von einer Kurve, die alle 
Verzweigungspunkte einschliesst, ebensowohl sagen kann, dass 
sie keine einschliesst. Noch allgemeiner kann man sagen, dass 
man, wenn man einige der Verzweigungspunkte umkreist, gleich- 
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zeitig die tibrigen in entgegengesetzter Richtung umkreist. Hier- 
aus liisst sich schliessen, dass es keine Funktionen mit nur einem 
Verzweigungspunkte giebt, da ein solcher Fall zu verschiedenen 
Resultaten fiihren wiirde, je nachdem man die Kurve als Rand- 
kurve fiir den einen oder den anderen Teil der Kugelflache 
betrachtete. 


Beisp.2. w=V(2—a,) (e—a,)... (2—an). 


Die Funktion hat zwei Werte, die gleich gross sind, aber 
mit entgegengesetzten Vorzeichen. Jeder von den Punkten a 
ist ein Verzweigungspunkt, denn lasst man beispielsweise 2 
einen kleinen Kreis um a, beschreiben, so wird Arg. (e—a,) 
um 22 grésser, wihrend die tibrigen analogen unveréndert 
bleiben. Arg. w wird deshalb um = grésser, was soviel heisst, 
dass die Funktion das Zeichen wechselt. Umkreist 2 zwei von 
den Nullpunkten, so bleibt die Funktion unverandert. Fallen 
die beiden Punkte in einen zusammen, so ist dieser also kein 
Verzweigungspunkt. 


: 1 
Um den Punkt co zu untersuchen, setzen wir = — und 
u 


erhalten 


_ VE au) Ean). 1 aq) 


n 
U2 


w 


Nun lassen wir w einen kleinen Kreis um den Nullpunkt 
beschreiben; dabei behalt der Zahler seinen Wert, da alle seine 
Verzweigungspunkte ausserhalb des kleinen Kreises liegen. Der 
Nenner wechselt das Zeichen, wenn 7 ungerade ist, bleibt aber 
unverandert wenn » gerade ist. Der Punkt co ist also im ersten 
Falle ein Verzweigungspunkt, im letzten ein einfacher Pol. 


a w = (2—a) Vz—b, 


Die Verzweigungspunkte sind 4 und co, wahrend a kein 
Verzweigungspunkt ist. Geht 2 durch a, so wird der Wert 
sich auf eine bestimmte Art veraéndern, denn der erste Faktor 
ist eindeutig, und der zweite kann sein Vorzeichen nicht wechseln 
ohne einen endlichen Sprung zu machen. 
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BESTIMMUNG DER VERZWEIGUNGSPUNKTE, 


11. Die Funktion mége bestimmt werden durch eine alge- 
braische Gleichung nten Grades 


j (w,2)=0. 

Diejenigen Werte von 2, fiir welche diese Gleichung gleiche 
Wurzeln erhalt, werden bestimmt, indem wir w aus der ge- 
gebenen Gleichung und 

W256 


*- = 
OW 


eliminieren, und die dabei entstandene Gleichung in 2 auflésen. 
Zwischen den so bestimmten Punkten mtissen die Verzweigungs- 
punkte enthalten sein; mdglicherweise kann jedoch der Punkt co 
noch hinzukommen. Die gefundenen Punkte mtissen nun _be- 
sonders untersucht werden, und diese Untersuchung fallt im 
Wesentlichen zusammen mit der Untersuchung merkwiirdiger 
Punkte auf einer algebraischen Kurve. 

Es sei z, einer der gefundenen Punkte, und es mdgen 
einige der entsprechenden Funktionswerte in w, zusammenfallen. 
w—w, lasst sich dann in einer Reihe nach Potenzen von z—z, 
entwicklen, und wir kénnen nach einer bekannten Methode 
das erste, oder, wenn es noétig sein sollte, einige der ersten 


Glieder der Reihenentwickelung finden. *) 
1 


Wenn nun die Reihe nach Potenzen von (z—z,)¢ fort- 
1 


schreitet, so bestimmt sie, den g Werten von (e—z,)7 entspre- 
chend, q Funktionszweige, und diese gy Zweige gehen durch 
cyklische Vertauschung in einander tiber, wenn z den Punkt 2, 
umkreist. Méglicherweise wird die Anzahl der in w, zusammen- 
fallenden Zweige dadurch nicht erschdpft; die fehlenden Zweige 
werden dann durch ahnliche Reihen bestimmt. Alle in i, 


1) Die Reihenentwickelung wird spiter untersucht; hier wird nur da- 
von Gebrauch gemacht, dass w—vz1 sich ausdrticken lasst durch die 
Summe einer endlichen Anzahl von Gliedern und einen Rest, der in 
der Nahe des Punktes 21 verschwindend ist im Verhiltnis zu den 
mitgenommenen Gliedern. 
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zusammenfallenden Zeige zerfallen also in Gruppen, derarlig, 
dass diejenigen, welche derselben Gruppe angehéren, cyklisch 
vertauscht werden, wenn = den Punkt 2, umkreist. Eine Gruppe 
kann aus einem einzelnen Zweige gebildet werden, wenn nim- 
lich dieser durch eine Reihe mit ganzen Exponenten bestimmt 
wird. Dieser Funktionswert verhalt sich dann in der Nahe 
von 2, wie eine rationale Funktion. Die einzelnen Entwicke- 
lungen miissen so lange fortgesetzt werden, bis man so viele 
Zweige bestimmt hat, als in w, zusammenfallen. Fallen andere 
dem Punkte z, entsprechende Zweige in einem Punkte w, zu- 
sammen, so werden diese auf dieselbe Weise behandelt, und 
eine dhnliche Untersuchung wird dann mit den tibrigen Werten 
von 2 vorgenommen. 

12. Betrachten wir f(w,z)=0 als die Gleichung einer 


Kurve in rechtwinkeligen Koordinaten, so wird of = 0 dieje- 
a . Ow 


nigen Punkte bestimmen, die eine Tangente senkrecht zur 2-Axe 
haben. Fir solche Punkte]hat die Entwickelung im Allgemeinen 
die Form 


Co 
0 


Ist zugleich - = 0, so wird der Punkt ein Doppelpunkt; 


hier hat in der Regel jeder Zweig seine Reihenentwickelung 
mit ganzen Exponenten, und der Punkt z ist’ deshalb kein Ver- 
zweigungspunkt; wir erhalten jedoch wieder gebrochene Expo- 
nenten, wenn der Punkt eine Spitze ist. Der Doppelpunkt im 
Blatt des Descartes liefert zwei Reihenentwickelungen, die eine 
mit ganzen, die andere mit gebrochenen Exponenten; die erste 
bestimmt einen Zweig, der unverandert bleibt, die zweite 2 Zweige, 
die vertauscht werden, wenn z den Punkt umkreist. 

Bei Untersuchung einer mehrdeutigen Funktion kann es 
zweckmissig sein, die entsprechende algebraische Kurve zu ,be- 
trachten, da diese ein anschauliches Bild von den Variablen 
liefert, so lange sie reell sind. 

Um die Anzahl der Verzweigungspunkte zu bestimmen 
haben wir zu beachten, dass die Anzahl von Tangenten mit 
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gegebener Richtung n(m—1) betragt, dass aber hierbei eine 
Gerade durch einen gewoéhnlichen Doppelpunkt als zwei, eine 
solche durch eine Spitze als drei Tangenten gezaihlt wird. Da 
nun ein Doppelpunkt keinem, und eine Spitze nur einem Ver- 
zweigungspunkt entspricht, so wird die Anzahl von Verzweigungs- 
punkten gleich 

n(n—1) —2d — Qe, 


worin @ die Anzahl der Doppelpunkte, und ¢ diejenige der 
Spitzen bezeichnet. Dies gilt jedoch nur unter der Voraus- 
setzung, dass von einfachen Verzweigungspunkten die Rede ist, 
das heisst von solchen, wo nur zwel Zweige zusammenfallen. 
13. Zum Ausgangspunkt ftir die Funktionswerte wahlen 
wir nur einen beliebigen Punkt z,, dem # endliche verschiedene 
Funktionswerte entsprechen, die wir mit w,, w,,...w, bezeich- 
nen. Ferner nehmen wir vom Punkt z, an, dass er nicht mit 
zwei von den Verzweigungspunkten auf einer Geraden liegt. 
Eine geschlossene Kurve, die in zg, beginnt und endet und nur 
einen Verzweigungspunkt A einschliesst, lasst sich in eine 
Schleife zasammenziehen; hiermit meinen wir een Weg, der 
in z, beginnt, in einer Geraden nahe bis an A geht, darauf in 
einem kleinen Kreise positiv um A herum und wieder zurtick 
nach z, lings der Geraden. Ahnliche Schleifen legen wir von 
z, aus um die tbrigen Verzweigungspunkte. Es leachtet ein, 
dass jeder geschlossene Weg von 2, bis zurtich nach g, sich 
durch stetige Verainderung, ohne dass irgendwelcher Verzwei- 
eungspunkt tiberschritten wird, in ein System von Schleifen 
zusammenziehen liisst, wobei jedoch vielleicht einzelne Schleifen 
so durchlaufen werden mtissen, dass man um den eingeschlos- 
senen Verzweigungspunkt in negativer Richtung geht; in einem 
System kann dieselbe Schleife mehrere Male vorkommen. 
Lassen wir 2 eine Schleife in positiver Richtung durch- 
laufen, so werden die Funktionswerte sich stetig aéndern, und 
wenn wir zu 2, zurtickkehren, so sind die dazu gehérenden 
Funktionswerte auf eine gewisse Weise vertauscht, sie sind einer 
gewissen Substitution unterworfen worden. Ist der Punkt ein 
einfacher Verzweigungspunkt, so wird die Substitution eine 
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Transposition von zweien der Funktionswerte, und durchlaufen 
wir die Schleife zweimal, so bleiben alle Werte unverandert. 
Sind die beiden Werte, die vertauscht werden, w, und w,, so 
sagt man, dass die Schleife w, und w, verbinde. Kin Ver- 
zweigungspunkt kann so beschaffen sein, dass die Schleife eine 
ganz beliebige Substitution bewirkt. Sobald ein Weg eine 
Substitution S mit sich bringt, ein anderer darauf folgender 
eine Substitution 7’, so wird der Gesamtweg eine Substitution 
mit sich bringen, die mit S7’ bezeichnet wird. In diesem Pro- 
dukte ist die Reihenfolge der Faktoren in der Regel- nicht 
beliebig. 

Die Anzahl von verschiedenen Substitutionen, die allen 
moglichen Wegen entsprechen, muss nattirlich endlich sein. 
Sind S und JT zwei beliebige von ihnen, so mtissen S7’ und 
7S auch uvter ihnen vorkommen; man sagt deshalb, dass alle. 
Substitutionen eine Gruppe bilden: diese heisst die Monodromie- 
gruppe der Gleichung. Zu der Gruppe gehért die identische 
Substitution, die keine Vertauschung herbeiftihrt und durch 1 
bezeichnet wird. 

Wenn wir es dahin gebracht haben, dass jeder Verzwei- 
gungspunkt einer gewissen Substitution entspricht, so haben 
wir wohl zu beachten, dass diese Verbindung abhingig ist 
von der Form, die wir der Schleife gegeben haben; gehen wir 
hin zum Punkte und wieder her in einer krummen Linie, die 
in Verbindung mit der geraden einen oder mehrere Verzweigungs- 
punkte einschliesst, so wird die Substitution eine andere werden 
k6nnen. 

14. Wir kénnen nun die Substitution finden, die einem 
beliebigen geschlossenen Wege entspricht, wenn wir diesen zu 
Schleifen zusammenziehen. Man zieht es jedoch vor, eine etwas 
verdnderte Betrachtungsweise anzuwenden. 

Angenommen, die Schleife um einen Verzweigungspunkt A 
verbinde w, mit w, Indem wir in z, mit dem Werte w, be- 
ginnen, fiihrt eine stetige Reihe von Werten uns zurtick mit 
dem Werte w, Wir kénnen deshalb die Bezeichnungen w, und 
w, nicht fiir die variierenden Funktionswerte benutzen, denn 
diese gehen unmerklich in einander tiber, ohne dass man einen 
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bestimmten Punkt angeben kann, der sie trennt. Wir fingieren 
jedoch eine solche Trennung; wir ziehen namlich eine Linie, 
einen sogenannten Verzgweigungsschnitt, von A nach co; der 
geschlossene Weg um A muss diese Linie notwendigerweise 
schneiden,*) und indem wir sie in positiver Richtung tiber- 
schreiten, lassen wir die Funktionswerte die Benennung wech- 
seln. Von jedem der Verzweigungspunkte ziehen wir eine 
solche Verzweigungslinie nach co, und wir fiihren die zum Punkte 
gehérige Substitution aus, wenn wir den Verzweigungsschnitt 
in positiver Richtung passieren, die umgekehrte, wenn wir sie 
in negativer Richtung passieren. Die Form der Verzweigungs- 
schnitte ist gleichgtiltig, wenn sie sich nur nicht gegenseitig 
schneiden. 

Wir kénnen nun in zg, mit einem oder mehreren Funktions- 
werten beginnen, indem wir z eine beliebige Kurve beschreiben 
lassen; jedesmal wenn wir einen Verzweigungsschnitt passieren, 
wenden wir die dazu gehérende Substitution auf unsere Werte 
an. Wir haben jedoch zu beachten, dass die Bezeichnungen, 
die wir so nach und nach erhalten, keine wirkliche Bedeutung 
haben, bevor die Kurve sich schliesst; 2, ist der einzige Punkt, 
fiir den die Bezeichnungen w,, w,... eine bestimmte Bedeutung 
haben, namlich diejenige von gewissen bestimmten komplexen 
Zahlen. 

Wir wollen beispielsweise annehmen, dass wir mit w,, w, 
und w, beginnen und in positiver Richtung drei Verzweigungs- 
schnitte passieren, die beziehungsweise den Substitutionen (v, w,), 
(w, w,)(w,,) und (w,w,w,) entsprechen, wo die Klammern 
cyklische Verschiebungen bedeuten. Wir beginnen mit w,, w,, w,, 
und haben dann, nachdem der erste Schnitt passiert ist, v,, w,, 1,3 
nach dem néchsten Ubergang erhalten wir ,, wv, w,, und nach 
dem letzten w,, w,, w, Dass heisst also, dass wenn wir nun, 
ohne noch mehr Schnitte zu passieren, nach z, gehen, w, und 
w, ihre Werte behalten haben, wahrend w, zu w, geworden ist. 


1) Auf der Kugel betrachten wir hier der Einfachheit wegen die Sache 
so, als ob die geschlossene Kurve denjenigen Teil der Kugeloberflache 
begrenzt, auf dem der Punk oo nicht liegt. 
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Da gleichzeitig w, zu w, geworden ist, so hat der ganze Weg 
die Substitution (wz, w,) bewirkt. 

15. Bisweilen kann man den Verzweigungslinien eine ein- 
fachere Form geben. Die Funktion sei z. B. w= /(e—a) (2—2); 
hier sind nur zwei Verzweigungspunkte @ und 6, und zu beiden 
Verzweigungslinien gehért die Substitution (w, w,), deren Quadrat 
1 ist, so dass es gleichgiiltig ist, ob die geschlossene Kurve 
beide schneidet oder keine von ihnen. Man kann sie deshalb 
in jedem anderen Punkte zusammenlaufen lassen als gerade 
im Punkte co. Am einfachsten ist es, sie durch die Verbin- 
dungslinie zwischen @ und 6 zu ersetzen. Dieselbe Betrachtung 
lasst sich anwenden, wenn die Substitutionen, die einigen auf 
einander folgenden Verzweigungslinien entsprechen, das Produkt 
1 haben, wobei man indessen darauf zu achten hat, dass die 
zusammengezogenen Verzweigungslinien durch die Anderung 
nicht dahin gebracht werden die tibrigen zu schneiden. So kann 
man fiir 

w = V(z—a) (2—b) (2—e) 


mit den Verzweigungspunkten a, 6, ¢ und co diese Punkte zu 
je zweien verbinden, wenn nur die Verbindungslinien sich nicht 
schneiden. Die Funktion hat nur zwei Werte, und zu beiden 
Schnitten gehért die Substitution (a, w,). 
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16. Riemann fiihrt die Veranschaulichung der Anderungen 
einer mehrdeutigen Funktion noch weiter. Um das zu erreichen, 
denkt er sich die Ebene oder Kugelfliche, in der z sich be- 
wegt, durch so viele dicht neben emander liegende Ebenen 
oder Kugelflachen (Blatter) ersetzt, als die Funktion Werte 
hat. Der Punkt 2 kann sich nun in allen diesen Ebenen be- 
wegen, und wenn man einen bestimmten Punkt z angeben 
will, so gentigt es nicht auf gewdhnliche Weise den dem kom- 
plexen Werte entsprechenden Punkt anzugeben, sondern man 
muss zugleich diejenige von den Ebenen bezeichnen, in der man 
sich den Punkt zu denken hat; einem bestimmten komplexen 
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Werte entsprechen also m Punkte, die dicht tiber einander 
liegen. 

Wir denken uns nun, dass wir fiir eine 1-deutige Funk- 
tion auf die oben angegebene Weise einen Ausgangspunkt 2, 
mit den dazu gehdrenden Werten von w bestimmt haben, und 
dass wir ferner Verzweigungsschnitte gelegt und die entspre- 
chenden Substitutionen bestimmt haben. Wir lassen dann 
jeden der n Werte von w einem der n Punkte z, entsprechen, 
z. B. so, dass w, dem Punkte z, entspricht, der in dem untersten 
Blatt (Blatt 1) hegt, w, dem Punkte, der in dem nachstuntersten 
Blatt liegt, u.s.w. Wir gehen darauf aus uns so einzurichten, 
dass, wenn einer von diesen Punkten mit dem ihm entspre- 
chenden Funktionswerte sich stetig bewegt, er dann jedesmal 
zu 2,in derjenigen Ebene zurtikkehren muss, die dem Funktions- 
werte, mit dem wir endigen, entspricht. Wir mtissen also da- 
fiir sorgen uns so zu bewegen, dass wir immer die Funktions- 
benennung w, haben, wenn der Punkt z sich in dem untersten 
Blatte befindet, w, wenn er sich in dem niachsten befindet, 
u.s.w. Da nun die Benennungen wechseln, wenn wir einen 
Verzweigungsschnitt passieren, so mtissen wir, wenn wir einen 
solchen Schnitt passieren, die Punkte 2 auf andere Blitter auf 
die durch die entsprechende Substitution bestimmte Weise hin- 
tiberspringen lassen. 

Beispielsweise mége der von einem Verzweigungspunkt A 
ausgehende Schnitt die Substitution (w, w,) haben. Wir be- 
ginnen mit z im untersten Blatt, und der zugehérige Funk- 
tionswert heisse w, bis wir an den Verzweigungsschnilt gelangen ; 
indem wir diesen passieren, springt 2 auf das nécliste Blatt 
hinauf, und der Funktionswert heisst nun w,. Gehen wir 
darauf, ohne andere Schnitte zu passieren, nach 2,, so gelangen 
wir dahin, wihrend z in dem zweiten Blatt liegt, also mit dem 
Werte w, Hatten wir mit 2 im zweiten Blatte begonnen, so 
wiirde z beim Schnitte in das erste Blatt hinuntergesprungen 
sein; beginnen wir mit 2 in einem der tibrigen Blatter, so 
gleitet der Punkt ohne Sprung hintiber. 

Wir wollen indessen eine stetige Bewegung von z haben 
und mtissen deshalb die Spriinge des Punktes zu vermeiden 
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suchen. Um das zu erreichen, lassen wir in dem angeftihrten 
Beispiel das erste und zweite Blatt im Verzweigungspunkte 
zusammenhingen; wir schneiden darauf diese beiden Blatter 
durch lings des Verzweigungsschnittes, und fiigen die Rander 
wieder derartig zusammen, das der vorderste Rand des ersten 
Blattes mit dem hintersten Rande des zweiten Blattes vereinigt 
wird, und umgekehrt. Dadurch erreichen wir, dass die Punkte 
bei dem Verzweigungsschnitte stetig in die neuen Blatter hin- 

iibergleiten, wo sie zu Hause gehéren. 


> Ss Man behandelt alle Verzweigungschnitte 


auf Ahnliche Weise; in den Verzwei- 
$x gungspunkten lasst man _ diejenigen 

Blatter zusammenhiingen, deren zu- 
gehérige Funktionswerte demselben Cyclus angehéren, und ein 
solcher Cyclus bestimmt auch die neue Verbindung zwischen den 
Blattern nach ihrer Durchschneidung. 

Es sei z. B. die zum Verzweigungspunkte gehérige Substi- 
tution (2, w, Ws) (W, 1s). Im Verzweigungspunkte mtissen dann 
die Blatter 1, 2, 6 zusammenhingen, und ebenso 3 und 5. 
Man hat hier wohl zu beachten, dass das Blatt 4, obwohl es 
zwischen den zusammenhdngenden Blittern liegt, dennoch nicht 
als mit einem der tibrigen Blatter zusammenhingend gedacht 
werden darf. Der Punkt gleitet von Blatt 2 hintiber auf Blatt 6, 
als ob die dazwischen liegenden Blatter gar nicht vorhanden 
waren. 

Da die Punkte, die gerade tiber einander in den verschie- 
denen Blittern liegen, als verschiedene Punkte betrachtet werden 
milissen, so ist eine Kurve nur dann geschlossen, wenn sie in 
demselben Blatt und in demselben Punkte endigt, in dem sie 
beginnt; endigt sie in einem der gerade unter oder tiber diesem 
liegenden Punkte, so heisst sie anscheinend geschlossen. Lassen 
wir in dem angefiihrten Beispiel z von Blatt 1 ausgehen, also 
mit dem Funktionswerte w,, und gehen wir einmal um den 
Verzweigungspunkt herum, so kehren wir in Blatt 2 zuriick; 
gehen wir von diesem Blatte aus noch einmal herum, so kehren 
wir in Blatt 6 zuriick; erst wenn wir zum dritten Male herum- 
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gehen, sind wir in das Blatt 1 zurtickgekehrt, und die Kurve 
ist geschlossen worden. 

Schneidet man um den Verzweigungspunkt ein kleines kreis- 
formiges Sttick heraus, so wird aus den zu- 
sammenhangenden Blattern eine Art von 
Schraubenflachen, dievon geschlossenen Kurven 
begrenzt sind, herausgeschnitten. So geben in 
unserem Beispiele die Blatter 1, 2 und 6 eine 
Schraubenfliche, die Blatter 3 und 5 eine 
andere, wahrend die tibrigen Blatter gew6hnliche Kreisflichen 
geben. Die Schraubenflaiche lasst sich auch als eine Kegel- 
flache mit dem Scheitel im Verzweigungspunkt und der geschlos- 
senen Kurve als Leitkurve auffassen. 

Indem wir die Riemannsche Fliche einftihren, behalten wir 
z als Bezeichnung fiir die Unabhangige, aber man hat standig 
zu beachten, dass das gegebene z zu einem bestimmten Blatt 
gehort; eigentlich ist also der in diesem Blatte liegende Punkt 
unsere unabhangig Variable geworden, und dadurch haben 
wir erreicht, dass jedem Punkt der Flache nur ein Funktions- 
wert entspricht; die mehrdeutige Funktion ist in eine eindeutige 
Funktion der Punkte der Fldche verdndert worden. 

17. Es sei U eine rationale Funktion von w und z; U 
muss dann im allgemeinen ebenso viele Werte wie w, und des- 
halb eine Riemannsche Fliche mit ebenso vielen Blittern haben. 
Wenn einige von den Werten von w zusammenfallen, so miissen 
die entsprechenden Werte von U es auch thun, und wenn w 
eine geschlossene Kurve beschreibt, muss auch U eine geschlos- 
sene Kurve beschreiben. Die Riemannsche Flache ftir U muss 
deshalb an den Stellen Verzweigungspunkte haben, wo die 
Riemannsche Flache fiir w solche hat- Auf der anderen Seite 
lasst sich aus den beiden Gleichungen, derjenigen, welche w, 
und derjenigen, welche U bestimmt, im allgemeinen eine neue 
Gleichung ableiten, die mit Bezug auf w vom ersten Grade ist, 
so dass w rational durch U und 2 ausgedriickt werden kann. 
Die beiden Riemannschen Flaichen werden deshalb dieselben, und 
die Funktionen sind nach Riemanns Ausdruck gleichverzweigt. 
In besonderen Fallen kann jedoch U weniger Werte erhalten 

3 
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als w, wenn nimlich die Werte von U zu je zweien oder dreien 


u.s. w. zusammenfallen. So hat beispielsweise w= V2 sechs 
Werte, wihrend U=w* + 2 nur zwei Werte hat. 

18. Wir wollen im besonderen eine solche irreducible 
Gleichung betrachten, ftir welche jede Wurzel sich rational 
durch jede der tibrigen ausdriicken lisst. Die durch die Glei- 
chung bestimmte Riemannsche Fliche wird reguldr vereweigt 
genannt, weil sie die Eigenschaft hat, dass die Blatter an jedem 
Verzweigungspunkt zu je zweien oder dreien u.s. w. zusammen- 
haingen. Wir wollen annehmen, das __ beispielsweise die 
Wurzeln 1, 2und 3 an einem Verzweigungspunkt cyklisch ver- 
schoben werden. Es existierl eine rationale Transformation, 
welche die Wurzel | in die Wurzel 4 verindert, und diese 
muss, wie aus der Theorie der Gleichungen bekannt ist, alle 
Wurzeln in einander tiberftihren, also z. B. 2 in 3 und 5 in 6 
veriindern. Nun kann die Transformation, auf die gegebene 
Gleichung angewandt, diese nicht verandern, da sie nur die Wur- 
zeln unter einander vertauscht. Die Riemannsche Fliche kann 
deshalb durch die Transformation nicht veraindert werden, folg- 
lich miissen die Blatter 4, 5 und 6 zusammenhiingen ganz in 
derselben Weise wie 1, 2 und 3. 


3eisp. 1. = V(z— a) (ze —d). 


Die Riemannsche Fliche hat 2 Blatter, die in den Ver- 
zweigungspunkten « und 6 zusammenhingen. Der Punkt co 
ist kein Verzweigungspunkt; die beiden ihm entsprechenden 
Punkte sind Pole. Der Verzweigungsschnitt lisst sich zwischen 
a und & ziehen. 


Beisp. 2. w= V(z—a) (e—6) (e— ay 


Die Punkte a, 4, ¢ und oo sind Verzweigungspunkte, der 
letzte zugleich Pol. Die Verzweigungsschnitte lassen sich so legen, 
dass sie @ mit 6 und ¢ mit co verbinden ohne sich zu schneiden, 


3 


Beisp. 3. w = V(z—a) (z—b). 


Die Flaiche hat drei Blatter, die alle in a, 6 und dem Pole 


EIN- UND MEHRWERTIGE FUNKTIONEN, RIEMANNSCHE FLACHEN. 35 


co zusammenhangen. Die Blatter sind in beiden Schnitten auf 
dieselbe Art verbunden, so dass die zugehérige Substitution 
beispielsweise S = (123) ist. Geht man in positiver Richtung 
uber beide Schnitte, so wird die Substitution S’= (132) aus- 
gefthrt. Dabei ist man in negativer Richtung um co herum- 
gegangen, so dass ein positives Umkreisen um diesen Punkt 
auch die Substitution S mit sich fiihrt. Dies stimmt dazu, 
dass ein positives Umkreisen aller drei Punkte die Substitution 
S’=1 herbeifiihrt. 


Beisp. 4. w = \/ <a 


Die Verzweigungspunkte sind @ und %, in denen alle Blatter 
zusammenhangen, und die durch einen Verzweigungsschnitt 


verbunden werden. Ist a derjenige Wert von 13, dessen Argu- 


ment 5 ist, so werden die Funktionswerte mit « multipliciert, 


wenn man den Verzweigungsschnitt in einer solchen Richtung 
tiberschreitet, dass man a zu Linken hat. 


3, 
Beisp. 5. w= \/ aT | PS 


Die Funktion hat 6 Werte, die sich als 
£320, at+u, ettu, t—u, at—u, wt—u 


bezeichnen lassen, wenn ¢ und uw zwei von den Werten der 
Wurzelgréssen sind. Verzweigungsschnitte werden von @ nach 4, 
und von ¢ nach co gelegt. Zu dem ersten gehért die Sub- 
stitution (123) (456), zu dem zweiten (14) (25) (86). Die 
Gruppe der Gleichung wird von der Substitution (15 342 6) 
und ihren Potenzen gebildet. Die Punkte 4 und co sind Pole. 


Beisp. 6. w—3wt+22=0. 


Die Punkte +1 und —1 sind Verzweigungspunkte; in 
dem ersten werden zwei Funktionswerte +1, in dem anderen 
—1. Fir z= co wird w= oo, und da das zweite Glied gegen das 
erste verschwindend ist, so lasst sich die Gleichung w* + 22 = 0 


3* 
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schreiben, woraus hervorgeht, dass co ein Verzweigungspunkt 
ist, in dem alle drei Blatter zusammenhiingen. Verzweigungs- 
schnitte werden von + 1 und —1 nach oo gelegt. In z=0 hat 


w die Werte 0, V¥3 und —/3. Bezeichnet man diese mit 
1,2, 3, so zeigt die Figur der der Gleichung entsprechenden 
Kurye, dass eine geradlinige Schleife- von 0 um 1 gezogen 1 
und 2 vertauscht, wahrend die Schleife um —1 die Werte 
1 und 3 vertauscht. Der Weg um beide, oder der Weg um co 
in negativer Richtung liefert deshalb die cyklische Verschiebung 
(123). Die Gruppe der Gleichung ist die vollstandige Gruppe, 
die alle 6 Permutationen der 3 Wurzeln enthalt. 


Beisp. 7. wt+te=3awe. 


Im Punkte co haben wir w =2(—1)8, woraus hervorgeht, 
dass der Punkt kein Verzweigungspunkt ist, sondern dass wir 
dort drei getrennte Pole haben, von denen jeder in seinem Blatt 
liegt. Die Verzweigungspunkte werden durch w* = az bestimmt, 
woraus sich 2 (2e—4a’) = O ergiebt. 

Die Gleichung gehért, auf rechtwinkelige 
Koordinaten bezogen, zum Blatte des Des- 
cartes, das einen Doppelpunkt im Anfangs- 
punkte hat. Der Punkt O ist gleichwohl Ver- 
zweigungspunkt, da die eine Tangente im 
Anfangspunkt auf die Ordinatenaxe fallt. Wie 
bekannt sind auch die Reihenentwickelungen fiir die Wurzeln 


w= 2 2-,..undw=V3ae2+... 
Id 

Nehmen wir unseren Anfangspunkt im Punkte z, der eine 
kleine positive Grosse darstellt, und bezeichnen wir die erste 
Wurzel mit 1, und von den beiden letzten die positive mit 2, 
die negative mit 3, so sehen wir, dass die Schleife um 0 die 
Werte 2 und 3 vertauscht, wahrend die Schleife um den reellen — 
ry . ere . 
Verzweigungspunkt a/4 die Werte 1 und 2 vertauscht. Es 
giebt noch zwei Verzweigungspunkte; beide haben den Modulus 
4 


3, ; ; rey : 
a\ 4, wabrend ihre Argumente beziehungsweise 3% und 3% sind, 
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Um von 2, zu dem ersten von diesen Punkten zu gelangen, 


; ; ; ; 2 
beschreiben wir zuerst einen Kreisbogen 37 um 0, wodurch 
Qs ; 
z, mit ¢ 3 multipliciert wird. Die Wurzel 1 wird dadurch mit 
474 Ti 


e ?, 2 und 3 mit ¢? multipliciert, oder mit anderen Worten, 
1, 2 und 3 gehen beziehungsweise tiber in das Produkt aus den 


reellen Werten, die wir frtiher als 1, 3 und 2 bezeichnet haben, 
4T4 
mit e ®. Nun lasst sich der gegebenen Gleichung die Form 


w+e2=38a.we ?.ze 3 7 


geben, und daraus schliessen wir, dass die Wurzeln, wenn wir 
nun lings der geraden Linie weiter gehen bis zum Verzwei- 
eungspunkte, abgesehen von dem komplexen Faktor dieselben 
Werte daurchlaufen mtissen, die sie durchlaufen, wenn 2 der 
Axe der reellen Zahlen bis zum reellen Verzweigungspunkte 
folgt, nur mit dem Unterschiede in den Bezeichnungen, dass 
2 und 3 vertauscht sind. Da nun der reelle Verzweigungs- 
punkt 1 und 2 vertauschte, so muss der komplexe 1 und 3 
vertauschen. Auf ahnliche Weise sieht man, dass dasselbe fiir 
den vierten Verzweigungspunkt gilt. Als Probe kann der Um- 
stand dienen, dass ein Weg um alle Verzweigungspunkte herum 
alle Wurzeln zu ihren ursprtinglichen Werten zurtckftihrt, da 


(12) (138) (23) (18) =1. 


Die Verzweigungsschnitte werden von den 4 Punkten nach 
co gelegt, oder, da dieser Punkt kein Verzweigungspunkt ist, 
nach einem anderen Punkte. Von diesem Punkte gehen also 
4 Verzweigungsschnitte aus, in denen.die Blatter so in einander 
tibergehen, wie es durch die Faktoren des obenstehenden Pro- 
duktes bestimmt wird. Der Punkt ist ei. regulérer Punkt, 
aber trotzdem liegen die Blatter nicht getrennt. Geht man in 
einem Kreise um den Punkt herum, so kehrt man zu seinem 
Ausgangsblatt zurtick, aber unterwegs ist man in den tibrigen 
Blattern gewesen. 

Beisp. 8. 4 (w’®—w + 1) = 27’ (1 —w')e. 
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Die Verzweigungspunkte sind 0, 1 und co; in dem ersten 
hangen von den sechs Blittern drei und drei zusammen, in 
den tibrigen zwei und zwei. Die Verzweigungsschnitte legen 
wir von 0 und 1 nach co. Dem ersten entspricht eine Sub- 
stitution S = (123) (456), dem zweiten eine Substition 7’, 
welche die Wurzeln paarweise vertauscht. Die Substitution 
TS entspricht einer Schleife um co und muss deshalb von 
zweiter Ordnung sein, so dass 


TSTS=t1, 
oder, da Pre 1 oo 
i) iS rg 9 ey | — Se. 


Hieraus folgt nach bekannten Siitzen aus der Theorie 
der Substitutionen, dass 7’ = (1 4) (26) (85), worin drei und 
drei Wurzeln cyklisch verschoben werden kénnen wie in 8; 
die drei verschiedenen Formen ftir 7’ entsprechen den verschie- 
denen Wegen, auf denen wir die Verzweigungsschnitte vom 
Punkte aus fiihren kénnen. Die Gruppe der Gleichung wird 
aus den Substitutionen 


(fo SPT ore 


gebildet, denn man erkennt leicht, dass alle tibrigen Substitu- 
tionen, die sich aus S und 7 durch Multiplikation bilden lassen, 
sich mit Hilfe der obenstehenden Relationen auf eine von den 
6 angegebenen reducieren lassen. 
Die Flache gehért zu den regulir verzweigten, da die 
Gleichung unverdndert bleibt, wenn man ftir w einen der Werte 
Ww 1 1 1—w 


w, 1—w - = 
: “1—w' w 1—w' w 


setzt, so dass sich alle Wurzeln durch eine von ihnen rational 
ausdriicken lassen. In Wirklichkeit bestimmt die Gleichung die 
sechs Werte fiir das Doppelverhaltnis zwischen den Wurzeln 
einer biquadratischen Gleichung, fiir die eine gewisse. rationale 
Funktion der Koefficienten (die absolute Invariante) den Wert 
z hat. 
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19. Eine Riemannsche Flache mit einer grésseren Zahl 
von blattern wird leicht untibersichtlich; deshalb kann es vor- 
teilhaft sein, die Gleichung zu benutzen, um die 2-Flache kon- 
form auf die w-Flaiche abzubilden, namentlich wenn die um- 
gekehrte Funktion eindeutig ist, denn in diesem Falle erhalt 
die w-Flache nur ein Blatt. Man benutzt dabei die Verzwei- 
gungsschnitte als Konturen. (lein legt durch alle Verzwei- 
gungspunkte eine beliebige geschlossene Kurve mit tiberall 
endlicher Krimmung, und legt die Verzweigungsschnitte so, 
dass sie mit Teilen von dieser Kurve zusammenfallen; darauf 
wird langs der Kurve ein Schnitt gefiihrt, der alle Blatter 
durchschneidet. Jedes Blatt wird dadurch in zwei Teile geteilt, 
die von den beiden Ufern des Schnittes begrenzt werden. Bei 
der Abbildung werden dann diese Randkurven als Kurven mit 
endlicher Krimmung abgebildet, ausgenommen in den Punkten, 
die den Verzweigungspunkten entsprechen. 

In dem oben betrachteten Beispiel 8 durchschneiden wir 
die sechs Blatter langs der Axe der reellen Zahlen und teilen 
dadurch jedes Blatt in zwei Halbblatter. Nun kommt es dar- 
auf an, die Kurven zu bestimmen, die von w_ beschrieben 
werden, wenn 2 die Axe der reellen Zahlen durchlaéuft; man 
sieht leicht, dass 2 reell ist, sobald eine der folgenden Gréssen 
reell ist: ; 

1 1 
w(l—w); w+ vi 1—w+t | aay 

Setzen wir w= x2-+iy, so finden wir, dass diese Grdssen 
reell sind, wenn w auf eine von den 
Kurven 


y(Qe—1)=0; e#&+y7e=1; 
(1+ y= 


fallt; diese werden also Bilder von der 
Axe der reellen Zahlen; sie teilen die 
Ebene in 12 Theile, von denen jeder von 3 Kreisbogen (Geraden) 
begrenzt wird. Jedes Halbblatt wird als ein Dreieck abgebildet 
(vier davon erstrecken sich bis ins Unendliche); die drei Ab- 
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schnitte der Axe der reellen Zahlen werden als die Seiten des 
Dreiecks abgebildet; die Punkte 0, 1 und co entsprechen den 
Eckpunkten des Dreiecks, und die Winkel an diesen sind, wie 
wir nach der Anzahl der in den verschiedenen Verzweigungs- 
punkten zusammenhiingenden. Blatter erwarten mussten, be- 
ziehungsweise = . und a Schraffieren wir diejenigen Dreiecke, 
welche die Halbebenen abbilden, in denen die Koefficienten 
des imaginiiren Teiles positiv sind (die positive Halbebene), so 
wird jedes schratfierte Dreieck an drei weisse stossen und 
umgekehrt. Wéihlen wir einen Punkt 2 in einer von den posi- 
tiven Halbebenen, so wird ihm ein Punkt w in einem der 
schraffierlen Dreiecke entsprechen; geht nun zg tiber die Ax 
der reellen Zahlen hinunter in die negative Halbebene, so wird 
w tiber die Begrenzung des Dreiecks in eins der Nachbardrei- 
ecke gehn; in welches, das wird davon abhiingen, welchen von 
den drei Abschnitten der Axe der reellen Zahlen. 2 passiert. 
Ist es derjenige zwischen O und 1, so wird, wenn die Verzwei- 
gungsschnitte von 1 nach + co und von 0 nach — co gelegt 
sind, 2 in seinem Blatt bleiben und w in ein anderes Dreieck 
hintibergehen, das zusammen mit dem ersten das Bild des ganzen 
Blattes liefert. Die eleganteste Form der Abbildung erhalten 
wir jedoch, wenn wir die w-Ebene stereographisch auf eine 
Kugel projicieren; geben wir dieser einen Radius ae und 
lassen wir sie die Ebene im Punkte : bertihren, so werden 
namlich, worauf wir hier nicht genauer eingehen wollen, alle 
Begrenzungslinien als grésste Kreise projiciert. -Dadurch werden 
die Dreiecke als spharische Dreiecke projiciert, die, da sie die- 
selben Winkel haben, abwechselnd kongruent und symmetrisch 
werden, also die Kugel in 12 gleich grosse Teile teilen. (Siehe 
F. Klein: Das Isokaeder). 


Al 


KAPITEL III. 
KOMPLEXE INTEGRATIONSWEGE. 


REELLE RANDINTEGRALE, 


20. P und QY seien zwei reelle Funktionen der recht- 
winkeligen Koordinaten x und y; von diesen nehmen wir an,. 
dass sie, gleichgtiltig auf welche Weise, als tiberall stetig und 
eindeutig definiert sind in einem gewissen Flichenstiick, das in 
einer Ebene oder auf einer Riemannschen Fliche liegt und 
von einer oder mehreren Randkurven begrenzt wird. Ferner 
setzen wir voraus, dass die Funktionen sich differentiieren 
lassen. Wir wollen dann nachweisen, dass das Doppelintegral 

eo 79 aD 

Was ay) dee 
wo die Integration auf das ganze gegebene Flichensttick aus- 
gedehnt werden soll, sich in ein einfaches Integral, genommen 
langs den Randkurven, veriindern lisst. 

Wir teilen das Fliaichensttick in unendlich viele, unendlich 
schmale Streifen mit Htilfe von Geraden, die der x-Axe parallel 
sind. Jeder Streifen wird dann von zwei Pa- 
rallelen und von zwei Bogenelementen, die zu 
derselben oder zu verschiedenen Randkurven 
gehoren, begrenzt. Ein Streifen kann ganz in 
einem Blatt liegen, er kann aber auch tiber 
einen Verzweigungsschnitt hinausgehen und 
dadurch in mehreren Blattern zu liegen kommen. Die be- 
grenzenden Bogenelemente machen zusammen genau alle Rand- 
kurven aus. Kommen Verzweigungspunkte vor, so denken wir 
uns, dass immer eine von den Parallelen durch jeden solchen 


Punkt geht. 
Wir betrachten nun den einen Teil des Integrales, namlich 
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und integrieren tiber einen Streifen, dessen begrenzende Gera- 
den in den Abstinden y und y + dy von der w-Axe liegen; 
dadurch erhalten wir 


‘OU 
0 


dx=Q,— Opn 


& 


wo @,, und Q3 bezeichnen, dass beziehungsweise a und £ in 
Y statt w eingesetzt sind. a und § bedeuten Abscissen zu den- 
jenigen Punkten der Randkurven, an denen der Streifen endigt 
und anfiingt, wenn man diesem in der positiven Richtung der 
Abscissenaxe nachgeht. Wir erhalten nun 


\dy (Q,— Og) = Ody, 


wo das erste Integral tiber alle Streifen ausgedehnt ist, und 
das letzte in positiver Richtung lings allen Randkurven ge- 
nommen ist. Die Identitét der beiden Integrale folgt daraus, 
dass man, wenn man den Randkurven in positiver Richtung 
folgt, positive dy hat, wo die Streifen endigen, und negative, 
wo sie anfangen. 

Der zweite Teil des Doppelintegrals wird auf ahnliche 
Weise behandelt, indem man die Streifen parallel zur y-Axe 
legt; dadurch wird dieser Teil des Integrals umgeformt in 
/Pdx, das Integral in positiver Richtung lings allen Rand- 
kurven genommen. 

Wir haben die Werte der beiden bestimmten Integrale 
dadurch bestimmt, dass wir die Grenzen in das unbestimmte 
Integral eingesetzt haben. Das erfordert jedoch eine genauere 
Untersuchung fiir solche Streifen, die einen Punkt enthalten, in 
dem die Funktion unter dem Integralzeichen unstetig ist; ist 
dies z. B. der Fall bei einem der zuerst betrachteten Streifen 
mit einem Punkte, dessen Abscisse », so muss man 


uy a 
~—da+ a dia 
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nehmen und die positiven Gréssen y und 6 nach Null zu ab- 
nehmen lassen; dadurch erhalt man 


Qu» tae Vg ae o, a Qu+03 
da ( stetig ist, so ist hier jedoch 
lim (Quay ae Puts) = 0. 


Wir erhalten deshalb, selbst wenn die Abgeleiteten von P 
und Y in einzelnen Punkten unstetig sind, 


\\ (32-2) du dy =\(Pdx + Qdy), 
das letzte Integral in positiver Richtung lings allen Randkurven 
genommen. Diese Randkurven sind immer vollstindig geschlos- 
sene Kurven. 

Wir haben vorausgesetzt, dass P und ¢ reelle Funktionen 
sind, aber davon ist im Beweise kein Gebrauch gemacht, und 
in Wirklichkeit ist es nicht notwendig; dagegen ist es ein- 
leuchtend, dass « und y nur reelle Werte annehmen kénnen. 

Ist Pdx +- VYdy ein exaktes Differential, so hat man 


identisch of = oF 
Ons Oy 
Null sind. Man hat also folgenden Satz: 

Das Integral eines exakten Differentials, Pdx + Qdy, in 
positiver LRichtung ldngs der vollstindigen Begrenzung eines 
Flichenstiicks genommen, ist Null, wenn P und Q fiir alle 
Punkte des Flichenstiicks eindeutige und stetige Funktionen von 


so dass alle Elemente der Doppelintegrale 


x und y sind. 

Die meisten Autoren stellen als Bedingung ftir die Giiltig- 
keit des Satzes auch die Forderung, dass die Abgeleiteten stetig 
sein sollen, ja einige fordern noch mehr. Wir wollen daher 
einen zweilen Beweis geben, der die Bedingungen klar hervor- 
treten Jasst. Wir denken uns also die Forderungen so streng 
wie moglich gestellt und nehmen an, dass es einzelne Punkte, 
ja sogar endliche Kurvenstticke giebt, ftir welche die Forde- 
rungen nicht erftillt sind. Wir schneiden die Punkte durch 
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unendlich kleine Kreise, die Kurvenstticke durch unendlich 
schmale geschlossene Kurven aus. Jetzt gilt der Satz, wenn wir 
die hinzugefiigten Kurven als Teile der Begrenzung mitnehmen. 
Er gillt damn auch in der-oben gegebenen Form, wenn nur 
die hinzugefiigten Integrale verschwinden. Dieses ist aber eine 
notwendige Folge der Stetigkeit von P und QY, denn fiir die 
kleinen Kreise ist der Integrationsweg unendlich klem und ftir 
die schmalen Kurven heben sich die Integralelemente paarweise 
auf. Selbst eine Unstetigkeit von P und Y in den ausgeschnit- 
tenen Punkten und Kurvenstticken ist ohne Bedeutung wenn 
P und QY nur endlich bleiben. 


KOMPLEXE INTEGRATIONSWEGE. 


21. Es sei f(z) eine Funktion der komplexen Variablen 2, 
und diese Funktion sei eindeutig in einer Riemannschen Fliche. 
Dann wollen wir zuniichst erkliren, was wir unter dem Integral 


\ {(2) dz, 


genommen lings einer in der Flaiche legenden Kurve, ver- 
stehen. 

Wenn wir von einem Punkte der Kurve zu dem konseku- 
tiven gehen, so erfaihrt 2 eine Zunahme dz, deren Modulus die 
Linge des Bogenelementes ist, wahrend das Argument durch 
den Winkel des Elements mit der Axe der reellen Zahlen dar- 
gestellt wird; wird diese Zunahme mit dem Werte der Funktion 
in diesem Punkte multipliciert, so haben wir das Element des 
Integrals, und die Summe aller Elemente fiir die ganze ge- 
gebene Kurve ist der Wert des Integrals. 

Die Grenzen des Integrals werden von dem Anfangs- und 
Endpunkte der Kurve gebildet; zwischen diesen beiden Punkten 
lassen sich jedoch unendlich viele Kurven legen, und man 
kann deshalb nicht erwarten, dass der Wert des Integrals nur 
von den Grenzen abhiéingig wird. Wir wenden uns darum zu 
einer genaueren Untersuchung dieser Verhiltnisse, die ursprting- 
lich von Cauchy herrtihrt, der dadurch den Grund zu der Ent- 
wickelung der neueren Funktionstheorie gelegt hat. 
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Wir erhalten, wenn wir rechtwinkelige Koordinaten ein- 
ftihren, 
\f(2) de = \(u + iv) (dx + idy) = [Cw + iv) dz + (ui — v)] dy. 


Da nach 5 


so wird der Ausdruck unter dem letzten Integralzeichen ein 
exaktes Differential; sind w und v eindeutig und stetig in einem 
gewissen Flachensttick, so gilt dasselbe von f(z) und um- 
gekehrt; hieraus folgt also: 

Ist f(z) eindeutig und stetig in einem gewissen Fldchenstiick, 
so ist 


/(2) dz = 0, | (1) 


wenn das Integral in positiver Richtung liings der vollstdndigen 
Begrenzung des Fldchenstiicks genommen wird. 

Es sei (C) der Wert des Integrals, genommen in einer be- 
stimmten Richtung langs einer gewissen vollstindig geschlos- 
senen Kurve C, die allein oder zusammen mit einigen von den 
Randkurven A, B... ein gewisses Flachensttick vollsténdig 
begrenzt; C, sei eine andere Kurve, die zusammen mit C ein 
Flaichensttick vollstandig begrenzt, in dem die Funktion ein- 
deutig und stetig ist. Die Kurve C lasst sich dann dadurch 
in C, umformen, dass man sie sich stetig verandern lasst, so 
dass das dazwischen liegende Areal M bestindig abnimmt, bis 
es zuletzt Null wird, wenn C mit C, zusammenfallt. Bei dieser 
Veranderung bildet bestandig C zusammen mit A, B... die 
vollstaéndige Begrenzung eines Flichenstticks; wird bei der Ver- 
anderung der Kurve ihre bestimmte Richtung beibehalten, und 
ist (C,) der Wert des Integrals auf C, mit dieser Richtung, so 
erhalten wir durch Betrachtung des von C und C, begrenzten 


Areals M 
(C) — (C,) = 0, oder (C) = (C,), 


da die Richtung der Integration auf einer der Kurven C 
und C, wechseln muss, wenn die Kurve als eine der Rand- 
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kurven von WV betrachtet werden soll und in ihrer positiven 
Richtung durchlaufen wird. Folglich: 

Das Integral, lings einer geschlossenen Kurve genommen, 
verdndert seinen Wert nicht, wenn die Kurve sich erweitert oder 
zusammenczieht, wenn sie nur nicht bei ihrer Verdnderung einen 
Punkt passiert, in dem die Funktion aufhdrt eindeutig und 
stetig zu sein. 

22. Nun wollen wir das Integral lings zwei verschiedenen 
Wege, ACB und ADB nehmen. Die gemeinsamen Anfangs- 
und Endpunkte miissen hier nicht nur denselben Werten von 
z entsprechen, sondern auch in beiden Fallen in denselben 
Blattern liegen, so dass man, welchen von den beiden Wegen 
man auch einschlagen mag, mit denselben Funktionswerten 
anfiingt und endigt. Die beiden Wege zusammengenommen, 
der eine in entgegengesetzter Richtung, bilden eine vollstandig 
geschlossene Kurve. Ist diese K, so hat man also 


(ACB) — (ADB) = (ACB) + (BDA) = (K). 


Dadurch ist folgender Satz bewiesen: 

Wird das Integral lings zwei verschiedenen Wegen zwischen 
denselben Punkten genommen, so erhdlt es Werte, deren Unter- 
schied den Wert des Integrals, genommen lings einer vollstindig 
geschlossenen Kurve, darstellt. 


RESIDUEN. 


23. Wir befreien die Flaiche von den singuléiren Punkten, 
indem wir diese zu Mittelpunkten von kleinen Kreisfliichen 
machen, die wir dann ausschneiden. Ist der Punkt ein Pol, 
der nicht zugleich Verzweigungspunkt ist, so wird die Kreis- 
fliche nur aus dem Blatt herausgeschnitten, in dem der Pol 
liegt; ist der Punkt ein Verzweigungspunkt, so wird der aus- 
geschnittene Teil eine kleine Schraubenfliche. Die Fliche ist 
nunmehr eine solche, in der die Funktion tiberall eindeutig 
und stetig ist, aber zu den ursprtinglichen Randkurven sind 
diejenigen neu hinzugefiigt, die durch die Ausschnitte ent- 
standen sind. 
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Man braucht nicht alle singularen Punkte herauszuschneiden; 
wenn eine Kurve bei stetiger Anderung einen solchen Punkt 
passiert, so kann man sich denken, dass dies dadurch ge- 
schieht, dass die Kurve dahingebracht wird eine kleine ge- 
schlossene Kurve um den Punkt zu bertihren und dann in sich 
aufzunehmen. Dadurch wird zu dem Integral das lings der 
kleinen geschlossenen Kurve genommene Integral hinzugefiigt, 
und man braucht den Punkt nicht auszuschneiden, wenn dies 
Integral den Wert Null hat. Das gilt z.B. von Verzweigungs- 
punkten, die nicht zugleich Pole sind. Der Modulus des Inte- 
grals ist némlich gleich oder kleiner als das Produkt aus der 
Lange der Kurve und dem gréssten Modulus der Funktion auf 
der Kurve, und dieses Produkt nimmt nach Null zu ab, wenn 
die Lange der Kurve nach Null zu abnimmt. Der Punkt co 
muss besonders untersucht werden, denn hier ist der Weg in 
der Ebene unendlich lang; das Integral braucht deshalb nicht 
Null zu werden, wenn auch die Funktion Null werden sollte; 


man ftihrt wie gew6hnlich 2 = — ein, und hat dann das Integral 
ut 


Hl \ eH 
— Gl 


lings einem unendlich klemen Kreise um den Punkt 0 zu nehmen. 

Es ist auch nicht notwendig alle Pole auszuschneiden. Ist 
a ein Pol, der nicht zugleich Verzweigungspunkt ist, so lasst 
sich, wie spater gezeigt werden wird, die Funktion in der 
Umgegend des Punktes in zwei Teile. teilen, von denen der 
eine holomorph in @ und deshalb ohne Bedeutung ftir das 
Integral ist, wahrend der andere sich als eine endliche Summe 
von Gliedern von der Form 


A (2—a)-? 


darstellen lasst, worin A eine Konstante, und p eine ganze 
positive Zahl bedeutet. Nun ist, wenn man Modulus und Ar- 
gument fiir z—a einfiihrt, und das Integral langs einem kleinen 
Kreise um «@ mit dem Radius 7 genommen wird, 


im 
19/8) 
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\(e — a)? dz = r!-P| (cos @ + isin @)-Pd- (cos @ + isin 0) 


—_! _,4-»[ (cos. @ + isin 6)'-P]. 2) 
) 


1) 

1—; 0 

worin die Zeichen an der Eckklammer die obere und untere 
Grenze fiir @ angeben; der gefundene Ausdruck hat immer den 


Wert Null, wenn p 21. 


Fir p = 1 erhalt man 
Qt 12.0 , 
[/- (cos @ + isin 0) = [0- l= Bai. (3) 


Wir sehen also, dass von allen Gliedern nur dasjenige 
Bedeutung hat, dessen Nenner 2 — a in der ersten Potenz ent- 
halt. Der Koefficient dieses Gliedes ist von Cauchy das Residuum 
mit Bezug auf den Punkt @ genannt worden. 

Ist a zugleich ein Verzweigungspunkt, in dem gq Blatter 


zusammenhiingen, so lisst sich die Funktion wie oben ent- 
r 


wickeln, nur hat man z—a durch (2 —a)¢ zu ersetzen. Um 
diesen Fall mit zu bekommen, brauchen wir nur in den oben 
ausgefiihrten Rechnungen p einen Bruch mit dem Nenner ¢ 
bedeuten zu lassen; 9 muss dann aber von 0 bis 2g gehen, 
da die vollstaéndig geschlossene Kurve gmal um den Punkt a 
geht. Dadurch wird der letzte Faktor des Resultates in (2) 
wie friiher Null, so dass auch in diesem Falle das einzige Glied, 
das Bedeutung erhilt, dasjenige ist, welches 2— « zum Nenner 
hat. Mit Bezug auf dieses wird der Wert des Integrals 2 qai. 
Wir haben also folgenden Satz: 

Hat die Funktion in einem Punkte das Residuwin A, so 
ist dev Wert des in positiver Richtung in einer kleinen ge- 
schlossenen Kurve um den Punkt gefiihrten Integrals 2 qxi A, 
wenn q angiebt, wie oft die Kurve wn den Punkt herum- 
liuft. 

Liegt p zwischen O und 1, so wird im Resultat in (2) 
der Faktor r!~ gleichzeitig mit 7 nach Null zu abnehmen. In 
diesem Falle wird das Integral also auch Null werden ftir eine 
anscheinend geschlossene Kurve um den Punkt, wenn die Kurve 
unendlich klein ist. Die Kurve lisst sich allerdings erweitern, 
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aber da sie nicht geschlossen ist, mtissen ihre Endpunkte liegen 
bleiben. 


PERIODICITATSMODULN, 


24. Wir wollen annehmen, dass eine geschlossene Kurve 
A zusammen mil einigen von den beim Ausschneiden gebildeten 
kleinen Randkurven B, C... ein Flachenstiick vollstandig be- 
grenzt. Da die Funktion in diesem tiberall eindeutig und stetig 
ist, so hat man 
(A) +(B)+(0)+...=0. 


Die letzten Integrale wechseln das Zeichen, wenn wir die 
positiven Richtungen der Kurven im Verhiltnis zu den aus- 
geschnittenen Punkten bestimmen; mit dieser Bedeutung der 
Bezeichnungen hat man dann 


(A) =(B)+(C)+...=2ni(b+e+...), 


wo 4,¢,... die zu den Punkten gehérigen Residuen bedeuten, 
multipliciert mit ganzen, den Verzweigungspunkten  entspre- 
chenden Zahlen. Zu demselben Resultat gelangt man, wenn 
man beachtet, dass A sich” zusammenziehen lasst zu kleinen 
geschlossenen Kurven um 6, C... und Doppellinien, die diese 
Kurven verbinden. Auf einer solchen Doppellinie ist das Inte- 
gral zweimal mit entgegengezetzlen Richtungen zu nehmen, 
wiibrend in jedem Punkte der Funktionswert auf dem Hin- und 
Herwege derselbe ist. Das gesamle Integral auf der Doppel- 
linie ist also Null, und das Resultat wird wie oben gleich der 
Summe der Integrale um die ausgeschnittenen Punkte. Diese 
Integrale heissen Periodicitdtsmoduln. 

Is giebt indessen geschlossene Kurven, die nicht zusam- 
men mil den Kurven B, C... ein Flachensttick begrenzen. 
Wir werden spéitler sehen, dass man dann ein gewisses System 
von geschlossenen Kurven hinzufiigen’ kann, so dass man mit 
dessen Hilfe immer ftir jede gegebene geschlossene Kurve die 
volistandige Begrenzung eines Flichensttickes erreicht, Dadurch 
erhalten wir neue Periodicitéitsmoduln, die durch die Integrale 
lings den hinzugefiigten Kurven bestimmt werden. [tir eine 


4 
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beliebige geschlossene Kurve lisst sich nach dieser Hinzufiigung 
das Integral als eine Summe von Periodicitaétsmoduln aus- 
driicken, und in dieser Summe kénnen die Moduln mit posi- 
{iven oder negativen ganzen Zahlen multipliciert sein. 

Wir haben gesehen, dass der Unterschied zwischen zwei 
Integralen, genommen zwischen denselben beiden Punkten aber 
auf verschiedenen Wegen, gleich dem Integral lings einer ge- 
schlossenen Kurve ist; da dieses sich durch eine Summe von 
Periodicitatsmoduln ausdriicken lisst, so erhalten wir allgemein 


T=1+7,4,+"A,+..., (4) 


worin /, das Integral lings einem beliebigen Wege bedeutet, 
wihrend J lings einem beliebigen anderen Wege zwischen den- 
selben Grenzen genommen ist. A,, A,... sind Periodicitats- 
moduln, wihrend »,, 7 ganze, positive oder negative 
Zahlen sind. 

Betrachten wir die untere Grenze des Integrals als kon- 
stant, waihrend die obere ein variabler Punkt z ist, und er- 
teilen wir z eine kleine Zunahme dz, so wird das Integral nach 
der Definition die Zunahme /(z)dz erfahren. Daraus sehen 
wir, dass ‘ 


2° 


dl 
Pees f(z) 
unabhaingig von der Richtung der Zunahme ist. Das Integral 
bestimmt deshalb cine monogene Funktion der variablen oberen 
Grenze. Diese ist co-deutig, wenn nicht alle Periodicitatsmo- 
duln Null sind. 

Das Integral heisst ein Adbelsches, wenn die Funktion unter 
dem Integralzeichen algebraisch ist. 

In den folgenden Beispielen sind die Flaichen so bequem 
zu tibersehen, dass die geschlossenen Wege, welche die Perio- 
dicitatsmoduln bestimmen, leicht in die Augen fallen. 


Beisp. 1. (<2 


Die Verzweigungspunkte 0 und co werden durch einen 
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Verzweigungsschnitt verbunden. Fiir den letzten Punkt wird 
das Integral in 
du 
=A : 
U2 


umgeformt, wo die Funktion ftir « = O einen Pol hat, aber kein 
Residuum. Dasselbe gilt ftir z=0O, so dass keiner von den 
Punkten ausgeschnitten zu werden braucht. Von geschlossenen 
Kurven haben wir solche, die zweimal um einen der Punkte 
gehen und eine Schraubenfliche begrenzen, und solche, die 
in demselben Blatt verlaufen und beide Punkte oder keinen 
von ihnen umschliessen, zwei Falle, die nicht von einander 
verschieden sind. Wir sehen hieraus, dass jede geschlossene 
Kurve allein ein Flackensttick begrenzt; die Integralfunktion 
hat deshalb keine Periodicitétsmoduln, sondern ist eindeutig 
auf der Riemannschen Flache. Das stimmt zu dem Umstande, 
dass das Integral algebraisch und eine rationale Funktion 
von 2 ist. 


Beisp. 2. 


Die beiden Verzweigungspunkte + 1 und — 1 werden ver- 
bunden; sie sind Pole, brauchen aber nicht ausgeschnitten zu 
werden. z= co muss nicht ausgeschnitten werden. Der Fall 
ist also wie der vorhergehende; man hat eine zweiblattrige 
Riemannsche Flaiche ohne Randkurven mit zwei Verzweigungs- 
punkten, die durch einen Verzweigungsschnitt verbunden sind. 
Abelsche Integrale auf einer solchen Flache haben keine Perio- 
dicitatsmoduln und sind algebraisch. 


: dz 
Beisp. 3. \ eee 


Die Flache ist dieselbe wie in Beispiel 2. Das Integral ist 


24 
eine rationale Funktion von z und Y1—2’, némlich —=—, 


= 
j 
Vi—2 


Beisp. 4. C= le = 
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iS) 
bo 


Der Punkt 0 ist, auf der einblattrigen Flache, ein Pol mit 
dem Residuum 1; untersucht man den Punkt co auf die ge- 
wohnliche Weise, so findet man fiir ihn das Residuum — 1. 
Die beiden Punkte bestimmen deshalb nur den einen Periodi- 
cititsmodul 227i. Da ein geschlossener Weg um den einen 
oder um beide Punkte sich in einen Punkt zusammenziehen 
lasst, und da sonst keine geschlossenen Kurven vorkommen, 
so ist der gefundene Modul der einzige. Bezeichnen wir den 
Wert des Integrals, genommen lings der geraden Linie von 
1 bis 2, mit 7-2, so haben wir 


l-z=l.z+2Qpni, 


wo p eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 

Die Riemannsche Fliche der Funktion erhalt unendlich 
viele Blatter, die in den Punkten 0 und co zusammenhangen ; 
diese Punkte werden durch einen Verzweigungsschnitt verbunden, 
den wir lings dem negativen Teil der Axe der reellen Zahlen 
fiihren wollen. Léings diesem lassen wir jedes Blatt in das 
oberhalb liegende hintibergehen, sobald wir bei einem positiven 
Umlauf um den Punkt O den Verzweigungsschnitt tiberschreiten. 
In einer Reihe gerade tibereinander liegender Punkte wiachst 
dann der Wert des Logarithmus um 227 fir jedes Blatt, um 
das wir hinaufsteigen. 

Schneiden wir eins der Blatter von den beiden nachsten 
los, so erhalten wir in dem abgeschnittenen Blatte eine un- 
endlich schmale Randkurve, die durch eine Doppellinie von 0 
bis — oo gebildet wird. Fthren wir das Integral bis an zwei 
Punkte, die unendlich nahe bei einander aber auf verschiedenen 
Seite nder Doppellinie liegen, das eine Mal auf einem Wege, der 
positiv um 0 herumftihrt, das andere Mal auf einem Wege, der 
negativ um O herumfthrt, so wird der Wert des Integrals im 
ersten Falle um 27 grésser sein als im letzten. 

Nun wollen wir das Blatt auf der w-Ebene abbilden; die 
beiden Teile der Doppellinie, oder, wie wir uns ausdrticken 
wollen, die beiden Rander des Schnittes mtissen zwei verschie- 
dene Bilder geben, von denen das eine aus dem anderen durch 
eine Parallelverschiebung gebildet wird, die durch den Perio- 
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dicitatsmodul 2a7 bestimmt ist. Ist » eine positive Grasse, 
so haben wir /(—n) = /n + (Qp + 1) x7, wo wir unter In den 
reellen Logarithmus verstehen, und wo p eine ganze Zahl be- 
deutet. Wir wollen annehmen, dass wir das Blatt gewahlt 
haben, wo fir den obersten Rand des Schnittes p = O ist; fiir 
den untersten haben wir dann p = — 1; hieraus ergiebt sich, 
dass das Blatt als ein unendlich langer von zwei Geraden be- 
grenzter Streifen von der Breite 2x abgebildet wird; die be- 
grenzenden Geraden erstrecken sich nach beiden Seiten bis ins 
Unendliche und laufen der Axe der reellen Zahlen, beiderseits 
im Abstande =, parallel. 

An diesen Streifen schliessen sich nun nach beiden Seiten 
hin damit kongruente Streifen, die die Bilder von den beiden 
Blattern sind, die zunachst tiber und unter demjenigen liegen, 
mit dem wir begonnen. Fahren wir in derselben Weise fort, 
so sehen wir, dass das Bild der Riemannschen Fliche mit den 
darauf ausgeftihrten Schnitten die w-Ebene in unendlich viele 
Streifen von der Breite 27 teilt. Dass die Streifen von geraden 
Linien begrenzt werden, ist unwesentlich und hat seinen Grund 
in der besonderen Form, die wir dem Verzweigungsschnitt ge- 
geben haben; ziehen wir eine andere Linie zwischen 0 und oo, 
so wird das Bild auch ein anderes werden, aber in allen Fallen 
werden sich die unendlich vielen Bilder aus einem von ihnen 
durch fortwahrende Parallelverschiebung um 227 bilden lassen. 

Wir haben nun die Mittel erhalten, um die umgekehrte 
Funktion z= e” zu untersuchen. Einem beliebig. gegebenen 
Punkte w entspricht nur ein Punkt 2; die Funktion ist des- 
halb eindeutig in der ganzen Hbene; den Punkten w + 2pxi, 
wo p alle ganzen Zahlen durchlauft, entsprechen Punkte, die 
in der Riemannschen Flache tiber einander liegen und deshalb 
derselben komplexen Zahl 2 entsprechen. z bleibt also un- 
veriindert, wenn w eine Zunahme 277 erfihrt, und heisst des- 
halb eine periodische Funktion von w mit der Periode 27. 
z ist stetig im Gebiete jedes endlichen w, so dass oo der ein- 
zige singulare Punkt ist; in diesem erhalt die Funktion alle 
méglichen Werte, da ein unendlich ferner Streifen das Bild 
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eines ganzen Blattes ist. Der Punkt oe ist deshalb ein wesent- 
lich singularer Punkt. 


Beisp.5. w= aretge2= ee 33 2=tgw. 
eo 


+ i und — i sind Pole, die beziehungsweise die Residuen 2; 


= 


1 ; 
und — 5. haben; eine geschlossene Kurve um einen der Punkte 
a) 


= 


bestimmt deshalb den Periodicitiitsmodul z. Da der Punkt oo 
ein regularer Punkt ist, so ist dieser Periodicitaétsmodul der ein- 
zige. Dasselbe Resultat ergiebt sich durch Betrachtung der 
Gleichung 


irc te 2 = ! ite 
ena SPRY Figs pear 3, 


die man erhalt, wenn man den Bruch zerlegt und integriert. 

Die Riemannsche Flache erhalt unendlich viele Blatter und 
hat Verzweigungspunkte in + ¢ und —7?, die durch einen Ver- 
zweigungsschnitt verbunden werden. Ist dieser eine Gerade, 
so wird deren Bild in der w-Ebene wieder eine Gerade sein, 
die sich nach beiden Seiten bis ins Unendliche erstreckt und 
senkrecht auf der Axe der reellen Zahlen steht. Der Bruch 
unter dem Logarithmuszeichen ist naémlich positiv, wenn 2 ein 
Punkt zwischen + 7 und — 7 ist. Benutzen wir den reellen 
Wert des Logarithmus, so wird are tg rein imaginir, so dass 
ein Rand des Verzweigungsschnittes auf der w-Ebene in der 
Axe der imaginiren Zahlen abgebildet wird. Die tibrigen Bilder 
des Schnittes werden dann diesem parallel und teilen die Ebene 
in Streifen von der Breite a. 

Dem Punkt z= co entspricht 


2p+i 


1 1 ; 
Oi gat (moh) a ; (ti + 2pai) = 9 


Aus dem getundene Resultate schliessen wir, dass tg w 
eine in der ganzen Ebene eindeutige Funktion ist, die Pole in 


ss Qp+1 ; 
den Punkten ak eG hat. Man sieht, dass der Punkt co wie 


im vorhergehenden Beispiel ein wesentlich singularer Punkt ist. 
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Beisp.6. w= are sin z =\———_—.. z=sinw. 
0 


Die Funktion hat eine zweiblattrige Riemannsche Flache, 
die in + 1 und —1 Verzweigungspunkte hat; diese sind zu- 
gleich Pole, aber da in der Nahe des Punktes 1 


Vi27— Vo 12, 
wahrend in der Nahe von — 1 
Vi-2= payi-+e, 


so wird das Integral, genommen um einen von diesen Punkten 
langs einer unendlich kleinen Kurve, Null sein, selbst wenn die 
Kurve nur scheinbar geschlossen ist. Ftir den Punkt co setzen 


wir e=- und erhalten 
(|_2 
uVw—1? 
woraus in der Nahe von uw =O 


Bee 
u 
wird. 

Wir haben deshalb bei ¢ = co zwei getrennte Punkte mit 
den Residuen +7. Eine geschlossene Kurve um einen der 
Verzweigungspunkte giebt keinen Periodicitaétsmodul; legen wir 
den Verzweigungsschnitt von + 1 nach —1, so verlauft eine 
geschlossene Kurve um beide Punkte in einem der Blatter, und 
lasst sich zu einer kleinen Kurve um einen von den Punkten 
co zusammenziehen; man erhalt deshalb nur einen Periodicitats- 
modul, néimlich 2x. Die Kurve begrenzt nicht fiir sich allein 
ein Flachenstiick, sondern in Verbinding mit emer Kurve um 
einen von den Punkten oo. Ziehen wir sie um die beiden Ver- 
zweigungspunkte zusammen, so kénnen wir nicht weiter ge- 
langen als bis zu einer Kurve, die ein Mal in einem unendlich 
kleinen Kreise um den einen Verzweigungspunkt geht, dann 
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lings einer geraden Linie zu dem zweiten, um diesen herum 
und zurtick lings der Geraden. Die Integrale um die beiden 
Punkte sind, wie oben erwihnt, Null; die beiden Integrale lings 
der geraden Linie werden gleich gross, da fiir denselben Punkt 
sowohl die Quadratwurzel als dz beide Male, wo das Punkt 
passiert wird, entgegengesetzte Vorzeichen haben. Der Perio- 
dicitatsmodul wird deshalb in Ubereinstimmung mit dem oben 
auf einem anderen Wege gefundenen Resultat 


1 
dz dz ‘ 
2 =4 _=4-aresinl =2z2. 
Vi-—2# Vi-—e 
0 


ev—1 e 


+ 


Wollen wir die Riemannsche Fliche der Integralfunktion 
bilden, so spielt die zweiblittrige Fliche dieselbe Rolle wie die 
Ebene in den vorhergehenden Fiillen. Die Flache erhalt also 
unendlich viele Blitter, von denen jedes wieder zweiblittrig ist. 
Die beiden Punkte co sind Verzweigungspunkte, so dass jedes 
Blatt ftir sich mit allen analogen zusammenhidngt. Der Ver- 
zweigungsschnitt wird zwischen den beiden Punkten co gelegt 
und muss, um aus dem einen Blatt in das andere hintiber- 
zu gelangen, den Verzweigungsschnitt der zweiblittrigen Fliche 
passieren. Wir wollen ihn der Ordinatenaxe folgen lassen, so 
dass z auf dem Wege rein imaginar ist. Setzen wir z= 7y, 
wo y reel ist, so erhalten wir 


w= i\ dy ; 
Wi+y 


so dass w, abgesehen von Vielfachen des Periodicitaétsmoduls, 
rein imaginér ist. Die Bilder des Schnittes in der w-Ebene 
stellen deshalb ein System von Parallelen dar, von denen eine 
auf die Ordinatenaxe fallt, wihrend der Abstand zwischen zwei 
auf einander folgenden 22 hbetragt. 

Jeder von den Streifen ist das Bild eines Doppelblattes. 
Um das Bild des einfachen Blattes zu erhalten, wollen wir die 
Lage von zwei Punkten w, und w, untersuchen, die den beiden 
Punkten z, und z, entsprechen, die jeder in seinem Blatt, gerade 
liber einander, liegen. Wir suchen die Summe w, + w,, und 
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mussen dann von O in einem der Blatter nach z, und 2, gehen, 
wo der eine Weg notwendigerweise tiber den Verzweigungs- 
schnitt fiihrt. Das letzte Integral bleibt unverandert, wenn wir 
gleichzeitig das Vorzeichen der Quadratwurzel und die Rich- 
tung des Weges verandern. Dadurch wird w, + w, der Wert 
des Integrals, das von 0 um den einen Verzweigungspunkt 
und zurtick nach O in dem anderen Blatt gefiihrt ist. Dieser 
Weg lasst sich zusammenziehen in einen, der von O in einer 
geraden Linie nach 1 ftihrt, um 1 in einem kleinen Kreise und 
zurtick nach O mit entgegengesetztem Vorzeichen der Quadrat- 


wurzel. Dadurch erhalten wir 
1 
dz 


w,+w,=2 m=? =a2+%2pa. 
0 

Wir sehen hieraus, dass die Mitte zwischen w, und w, der eine 
oder der andere von den beiden Punkten } (2p + 1)a ist, die 
in dem betrachteten Streifen liegen. Zwei Punkte des Strei- 
fens, deren Abstand von einem der genannten Punkte halbiert 
wird, werden also immer zu verschiedenen Blattern gehéren. Der 
Streifen wird in zwei, den beiden blittern entsprechende Teile 
durch eine Linie geteilt, die Bild des Verzweigungsschnittes ist, 
und deren Form von der Form dieses Schnittes abhangt. Lassen 
wir beispielsweise den Verzweigungsschnitt die gerade Linie 
zwischen den beiden Punkten sein, so wird z fiir alle Punkte 
dieser Geraden reell sein, und deshalb ist auch w reell. Die 
Linie, die den Streifen teilt, wird dann das Sttick, das der 
Streifen von der Axe der reellen Zahlen abschneidet. Hierbei 
hat man zu beachten, dass der Verzweigungsschnitt doppelt 
ist, da man nur dadurch das ganze Liniensttick erhalt. Die 
umgekehrte Funktion, sin w, ist eindeutig und stetig in der 
ganzen Ebene und hat im Punkte co einen wesentlich sin- 
gulairen Punkt. 


Beisp. 7. 
: dz : dz 


Wa) (FA) \SG,4)’ 


2=sinamw= snw. 
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Das Integral ist das elliptische Integral erster Art in der 
Legendreschen Normalform. Jacodi hat die umgekehrte Funk- 
tion Sinus-Amplitude genannt. Wir wollen / als reell annehmen ; 
die Behandlung bleibt jedoch im wesentlichen dieselbe fiir 
komplexe &. Zugleich wollen wir / < 1 voraussetzen. Flr k= 1 
ist das Integral algebraisch; fiir 4 = 0 geht es tiber in arc sin ¢. 

Wir beginnen bei der Integration mit dem positiven Werte 
der Quadratwurzel und denken uns diesen Wert in dem ober- 
sten Blatt. Die zweiblattrige Fliche hat Verzweigungspunkte 


und Pole in —-1, + 1, — : und um diese Punkte brauchen 


k 
nicht ausgeschnitten zu werden, ebensowenig wie die beiden 
Punkte oo. 

Die Verzweigungsschnitte legen wir von — 1 tiber 0 nach 
+1 und von =e liber co nach => Kin Weg um alle 4 
oder um 3 yon den Punkten lasst sich auch so betrachten, 
als ob er keinen oder einen Punkt umschliesst, er liefert also 
keinen Periodicitaétsmodul. Wir haben deshalb nur geschlossene 
Wege zu betrachten, die zwei Punkte umschliessen. 

Ein solcher, der im obersten Blatt liegt, mége die Punkte 
-—_1 und + 1 umschliessen. Er bestimmt einen Periodicitats- 
modul, der von Jacobi mit 4 K bezeichnet wird; durch Zu- 
sammenziehen findel man 
+1 4 

dz. 2. yu: __ dz 
(zk)? ~~ = N\A ky 
0 


e—1 


1) 


K jasst sich nicht durch bekannte Funktionen ausdriicken, 
lasst sich aber in einer konvergenten Reihe nach Potenzen von 


* entwickeln; entwickelt man (1 — /?2*)? nach der Binominal- 
formel, multipliciert mit (1—2’)* dz und integriert, so findet man 


_a ae ba) : Fea 
= 31 ae (5). =| 74 kt 9-4-6 k +euf 


Man kann die vier Punkte auf sechs Arten zu je zweien 
kombinieren, aber da man von einer Kurve, die zwei von ihnen 
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umschliesst, auch sagen kann, dass sie die beiden tibrigen um- 
schhiesst, so hat man nur drei Falle zu untersuchen; den einen 
haben wir bereits erledigt; als zweite Kurve wollen wir die- 


jenige nehmen, welche die Punkte 1 und 5 umschliesst, und 
diese auf die gewodhnliche Weise zusammenziehen. Dadurch 
erhalten wir eine Doppellinie auf der A rein imaginar ist. Jacobi 
bezeichnet den entsprechenden Periodicitatsmodul mit 27K’ 
wo K’ reel ist, wir haben dann 


vx a 2\ 


ie hi; PA SA ket, 


Zh 


Setzen wir hier 


so finden wir fiir K’ denselben Ausdruck wie fiir A, nur dass 
k mit k, vertauscht ist. 
Die dritte Kurve ftihrt zum Integral 


Das letzte Glied liefert den Wert des Integrals, geftihrt 
langs einer geschlossenen Kurve, die ein Flachensttick begrenzt, 
in dem die Verzweigungspunkte oa und wife nicht aber — 1 
und +1, liegen; die Kurve begrenzt jedoch auch ein Flachen- 
sttick, in dem die beiden letzten, nicht aber die beiden ersten 
Punkte liegen; sie lasst sich also in eine Doppellinie von —1 
nach +1 zusammenziehen. Die dritte Kurve liefert dadurch 
einen Periodicitaétsmodul, der sich durch die beiden anderen 
linear und mit ganzen Koefficienten ausdriicken lasst. Die 
Funktion hat also nur zwei Periodicitétsmoduln. 

Nun wollen wir ein Doppelblatt von der Riemannschen 
Flache der Integralfunktion auf der w-Ebene abbilden. Das 
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Doppelblatt wird von den vier Randern begrenzt, die den bei- 
den Linien von —1 nach + 1 und von 1 nach : zukommen. 
Fiir die erste von diesen war einer von den Werten des Inte- 
erals reell; das Bild besteht deshalb aus zwei geraden Strecken, 
parallel zu der Axe der reellen Zahlen; auf diese Axe fallt 
eine der Strecken, wenn wir das Blatt zwischen denen gewahlt 
haben, fiir welche der imaginire Teil des Integralwertes zwischen 
O und 2K’; fillt) Der Abstand der Parallelen betraigt 2K’, 
denn um von einem Punkte an dem einen Rande zu dem nahe- 
liegenden Punkte am anderen Rande zu gelangen, mitissen wir 
die andere geschlossene Kurve durchlaufen, die den Periodici- 
tatsmodul 27K’ lieferte. Auf dieselbe Weise sehen wir, dass 
die beiden Rander der zweiten Linie als zwei Strecken ab- 
gebildet werden, die der Axe der imaginéren Zahlen parallel 


sind und den Abstand 4 AK haben; fiir ein passendes Blatt, 
das auch die frtiher gestellte Bedingung erfiillt, wird eine der 
Strecken auf die Ordinatenaxe fallen. Das Bild des Blattes 
wird also ein Rechteck mit den Seiten 4 kK und 2k’. Die 
Figur, in der jedoch der Deutlichkeit wegen die Kurven vor 
dem Zusammenziehen gezeichnet sind, wiahrend das Bild das- 
jenige nach diesem Vorgange darstellt, zeigt wie die vier Ran- 
der zusammen eine zusammenhaingende Randkurve darstellen, 
die in positiver Richtung durchlaufen wird, wahrend gleich- 
zeitig w den Umfang des Rechtecks durchlauft. 

Von einem beliebigen Punkte z des Dobbelblattes kénnen 
wir nach einem beliebigen Punkte der Randkurve gehen; wir 
wollen beispielsweise nach einem Punkte von 4 gehen; der z 
entsprechende Punkt w wird gleichzeitig nach einem Punkte 
auf der Seite 4 gehen; gehen wir weiter tiber den Rand 4, 
so gelangt 2 in ein neues Blatt, und w geht tiber die Seite 4 
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in ein neues Rechteck, welches das Bild des neuen Blattes 
darstellt u.s. w. 

Die co’ Doppelblatter der Riemannschen Flache entsprechen 
co” kongruenten Rechtecken, die die w-Ebene gerade einmal 
erfiillen. 2 ist deshalb eine eindeutige Funktion von w; sie 
heisst doppelperiodisch, da ihr Wert unverandert bleibt, wenn 
wir zu w eine beliebige Anzahl von Perioden addieren. Wir 
haben also 

snw=sn(w+4mK + 2ink’), 


wenn m und 7 beliebige positive oder negative Zahlen sind. 

Es seien w, und w, die beiden Werte des Integrals, welche 
den beiden Punkten z, und z, entsprechen, die in einem Doppel- 
blatt gerade Uber einander liegen; um von 0 aus zu ihnen zu 
gelangen, lassen wir den einen Weg im obersten Blatt ver- 
laufen, wihrend der andere den Verzweigungsschnitt tiber- 
schreitet, der —1 mit + 1 verbindet. Wir sehen dann, wie 
bei arcsin, dass w, + w, den Wert des Integrals darstellt, das 
von O bis 1 gefiihrt ist, in einem kleinen Kreise um 1, und 
dann wieder zurtick. Dieser Wert ist genau gleich dem halben 
ersten Periodicitétsmodul, so dass, abgesehen von Periodicitéts- 


moduln, 
w,+u,=2K. 


Alle Mitten zwischen zwei Punkten w, und w, werden des- 
halb bestimmt durch 


KE oa Ke a kK 2. 


Von diesen Punkten giebt es zwei in jedem Rechteck; 
zwei im Rechteck belegene Punkte w, und w, haben deshalb 
einen von diesen Punkten zur Mitte. Teilen wir das Rechteck 
mittels einer Geraden durch den erstgenannten Punkten in zwei 
Teile, so lassen diese beiden Teile sich als Bilder der einzelnen 
Blatter auffassen, die Gerade als das Bild eines sie trennenden 
Verzweigungsschnittes. 

Legen wir eine Kurve im obersten Blatt um alle vier Ver- 
zweigungspunkte, so wird das Integral, langs dieser genommen, 
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gleich Null. Lassen wir die Kurve sich zur Axe zusammen- 
ziehen, so heben die Teile des 


-7 ga 47 x oo -~ 


Integrals von 1 bis : und zurtick sich auf. Auf den tibrigen 


Stiicken hat die Quadratwurzel entgegengesetzte Vorzeichen auf 
den Wegen hin und zurtick, so dass wir haben 


1 . k 

dz dz 

A rae ae 0; 
Ce { Pa 

oder 
l (oe) 
dz dz 
=— ae 

ae ele 
0 Ps 


Hieraus ergiebt sich, dass, abgesehen von Periodicitéts- 


moduln, 
nD 


© & sn (co, = 6K’, 
0 


sn (co,) =9K—iKk’. 


mithin 


Wir ersehen hieraus, das z in zwei Punkten jedes Paral- 
lelogramms unendlich wird; da z in diesen Punkten keine anderen 
Werte als co hat, so sind sie Pole. 


Beisp. 8. Wi \ fee dz. 

Das Integral ist das sogenannte elliptische Integral zweiter 
Art. Die Funktion unter dem Integralzeichen hat dieselbe Rie- 
mannsche Flache wie diejenige, die wir im vorhergehenden Fall 
betrachteten. Da kein Punkt ausgeschnitten zu werden braucht, 
so werden die Periodicitaétsmoduln durch dieselbe Kurven be- 


stimmt, die wir oben benutzten. Wahrend das erste elliptische 
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Integral nur dadurch unendlich werden kann, dass man un- 
endlich viele Periodicitatsmoduln hinzufiigt, wird dieses un- 
endlich, wenn z bis ins Unendliche wiachst. 

Spater gelangen wir zu einer genaueren Untersuchung der 
elliptischen Integrale und Funktionen. 


KAPITEL IV. 
ZUSAMMENHANG UND NORMALFORM DER FLACHEN. 


ZUSAMMENHANG DER FLAOHEN, 


25. Wir haben gesehen, das ein Integral eine eindeutige 
Funktion der variablen oberen Grenze ist, wenn deren Bewe- 
gung auf, einen Teil einer Flache beschrankt bleibt, in der 
jede geschlossene Kurve fir sich allein ein Flachenstiick be- 
grenzt. Bei anderen Flachenstticken mtissen wir die wesent- 
lich verschiedenen geschlossenen Kurven suchen, die nicht jede 
fiir sich allein ein Flachensttick begrenzen, da diese die Perio- 
dicitatsmoduln der Integralfunktion bestimmen. Bei den ein- 
fachen Beispielen, die wir betrachtet haben, war es leicht diese 
Kurven zu finden, aber bei mehr zusammengesetzten Flichen 
kénnen die Verhaltnisse sehr untibersichtlich werden; wir 
wollen deshalb eine allgemeine Theorie ftir die Bestimmung 
der Periodicitétsmoduln entwickeln und dabei zugleich andere 
naheliegende Verhaltnisse in Betracht ziehen. Da die Anzahl 
und Lage der geschlossenen Kurven von der Form der Flache 
abhingen, so miissen wir die verschiedenen Flachenformen 
charakterisieren, und hier wollen wir unsere Untersuchungen 
auch auf andere Flaichen als die Riemannschen ausdehnen, 
obgleich diese namentlich Bedeutung fiir uns haben. Bei diesen 
Untersuchungen betrachten wir solchen Flichen als gleichwertig, 
die sich durch Zusammenziehen, Erweitern, Biegen und Strecken 
in einander tiberftihren lassen, wobei jedoch kein Zerreissen 
oder Zusammenfiigen stattfinden darf. Eine Randkurve muss 
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deshalb bei der Anderung dauernd Randkurve bleiben, das 
heisst, sie muss dauernd eine geschlossene Kurve bleiben, die 
nicht dahin gelangt sich selbst oder andere Randkurven zu be- 
riihren oder zu schneiden. Denken wir uns die Flacle als ein 
Netz von unendlich kleinen Maschen, so kénnen wir uns vor- 
stellen, die Anderung geschehe dadurch, dass die einzelnen 
Maschen, indem sie dauernd unendlich klein bleiben, sich zu- 
sammenziehen und erweitern, und wir sehen daraus, dass die 
Flaiche, wahrend sie sich dndert, fortfahrt sich selbst Punkt 
fiir Punkt zu entsprechen. Eine oder mehrere geschlossene 
Kurven, die ein Flichensttick begrenzen, miissen deshalb diese 
Eigenschaft behalten, und da wir bei den folgenden Unter- 
suchungen die Bestimmung solcher Kurven vor Augen haben, 
so ist es gleichgtiltig, ob wir die gegebene oder die verinderte 
Flache betrachten. 

Wir wollen eine Flache lings einer Linie 46 durchschneiden. 
Eine geschlossene Kurve, die AB schneidet, wird dadurch ge- 
Sffnet werden; nun lassen wir die Flache sich Andern, und 
schliesslich vereinigen wir die beiden Rénder von AB wieder 
so, dass Punkt ftir Punkt von ihnen zusammenfallen, so wie 
es vor der Trennung der Fall war. Die gedffneten Kurven 
werden sich dabei wieder schliessen, und die Flache wird die 
Kigenschaften behalten haben, die ftir uns von Bedeutung sind. 
Wir sehen hieraus, dass ein Zerreissen erlaubt sein kann, wenn 
es spiter durch das entsprechende Zusammenfiigen wieder auf- 
gehoben wird. 

Hieraus folgt, dass eine Schraubenfldche, die wm einen Ver- 
zweigungspunkt ausgeschnitten wird, gleichwertig mit einer ge- 
woihnlichen Kreisflaiche ist; wir kénnen sie némlich lings einem 
Radius aufschneiden und nach einer passenden Umformung die 
beiden Radien wieder zusammenwachsen lassen. Man sieht 
auch leicht, dass die beiden Flachen dahin gebracht werden 
kénnen einander Punkt fiir Punkt zu entsprechen. Teilen wir 
die Schraubenfliche in unendlich viele Sektoren, und machen 
wir in jedem von diesen den Winkel p mal so klein, wenn p 
Blatter vorhanden sind, so geht die Schraubenfliche tiber in 
eine Kreisflaiche. 
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Neumann nennt die gewéhnliche Kreisflache eine Elementar- 
fldche. Kin Rechteck, eine Kugelkalotte, eine Schraubenfliche 
u.s.w. sind also alle Elementarflachen. *Jede Elementarflache 
hat eine Randkurve, und jede in ihr liegende geschlossene Kurve 
begrenzt ftir sich allein ein Flachensttick. 

Ein Wulst (ringfoérmige Flache) ist eine Flache ohne Rand- 
kurve; schneiden wir ein kleines Sttick heraus (punktieren wir 
sie), so erhalt sie eine Randkurve, aber dadurch ist sie nicht 
zu emer Elementarfliche geworden; man sieht namlich leicht, 
dass man in sie eine geschlossene Kurve hineinlegen kann, die 
nicht fur sich allein ein Flachensttick begrenzt. Dasselbe gilt 
von einem Kreisringe und von einer Cylinderfliche, die an den 
Enden durch Randkurven begrenzt wird; dies sind keine Elemen- 
tarflachen, aber unter einander gleichwertig. Schneidet man 
sie auf langs einer Linie, welche die beiden Randkurven ver- 
bindet, so gehen sie tiber in Elementarflichen. 

26. Wir wollen nun die Flachen, die wir zu untersuchen 
beabsichtigen, genauer charakterisieren : 

Sie sollen endlich und, jedenfalls nach einer Punktierung, 
von einer oder mehreren Randkurven begrenzt sein. Jedes durch 
eine kleine geschlossene Kurve ausgeschnittene Stick soll eine 
Elementarfldche sein mit einer bestimmten positiven Richtung 
der Randkurve. 

Wir haben hierdurch Flachen ausgeschlossen, die sich 
spalten, und Flachen mit nur einer Seite; bei den letzteren, 
die zuerst von Mébius bemerkt worden sind, kann man von 
einem Punkte auf der oberen Seite der Fliche zu dem gerade 
darunter liegenden Punkte gelangen ohne um den Rand der 
Flache umzubiegen. Mann nehme einen Papierstreifen, der die 
Form eines schmalen Rechtecks hat, und farbe die eine Seite 
schwarz. Vereinigt man die beiden Enden so, dass Schwarz 
an Schwarz und Weiss an Weiss stésst, so erhalt man eine 
zweiseitige Fliche mit zwei Randkurven; dreht man aber das 
eine Ende des Streifens vor der Vereinigung so um, das Schwarz 
an Weiss und Weiss an Schwarz stésst, so erhalt man eine 
einseitige Flache mit einer Randkurve. Nach dem Zusammen- 
fiigen gelangt man nimlich durch stetige Bewegung von Schwarz 


oO 
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nach Weiss, und man kann deshalb keinen Unterschied zwischen 
zwei Seiten machen. Schneiden wir ein kleines Sttick durch 
eine geschlossene Kurve heraus, so erhilt diese keine bestimmte 
positive Richtung, da das begrenzte Flachensttick auf beiden 
Seiten liegt. Wir betrachten also nur zweiseitige Flichen, und 
wollen uns denken, dass die Seite, auf der wir operieren, weiss 
ist, die andere schwarz. Bei der Zusammenfiigung von Ran- 
dern miissen wir natiirlich dafiir sorgen, das die gleichfarbigen 
Seiten zusammen kommen, da wir sonst die Flache einseitig 
machen. 

27. In die Fliche kénnen wir Sehnitte hineinlegen; diese 
denken wir uns mit einer kleinen Breite, wie schmale Stréme, 
wo der Strom nicht zur Fliiche gehért, seine Ufer aber neue 
Randteile werden. 

Ein Ringschnitt wird gebildet, wenn man die Flache lings. 
einer geschlossenen Kurve durchschneidet, die weder sich selbst 
noch eine Randkurve schneidet oder bertihrt. Ein Ringschnitt 
vermehrt die Anzahl der Rénder um zwei und kann eine 
zusammenhiingende Fliche in nicht zusammenhingende Stticke 
teilen. Das letztere wird z. B. immer stattfinden, wenn er in 
eine Elementarfliche hineingelegt ist. 

Ein Querschnitt fibrt von einem Punkt einer Randkurve 
zu einem Punkt von derselben Randkurve oder von einer 
anderen Randkurve oder von sich selbst. Im letzten Falle heisst 
er auch ein Sigmaschnitt und lisst sich dann so betrachten, 
als ob er aus einem Ringschnitt und einem Querschnitt zwischen 
zwei Randkurven zusammengesetzt sei. Ein Querschnitt darf 
keine anderen Punkte als die genannten mit den Randkurven 
gemeinsam haben, und darf auch nicht sich selbst bertihren 
oder schneiden. 

Ein Querschnitt vermehrt die Anzahl der Randkurven um 
eine, wenn er zwei Punkte derselben Randkurve mit einander 
verbindet; seine beiden Ufer werden Teile von verschiedenen’ 
Randkurven'), und dadurch kann die Flache in nicht zusammen- 


‘) Man muss nimlich, wenn man dem abgeschnittenen Kurvenstticke 
in positiver Richtung folgt, bei demselben Ufer des Querschnittes 
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hangende Teile geteilt werden. Ein Querschnitt vermindert die 
Anzahl der Randkurven um eine, wenn er zwei verschiedene 
Randkurven so verbindet, dass diese in Verbindung mit den 
beiden Ufern des Querschnittes eine Randkurve bilden: in 
diesem Falle kann er die Flache nicht in nicht zusammen- 
hangende Teile teilen; denn wenn man der neugebildeten Rand- 
kurve folgt, so gelangt man von der einen Seite des Quer- 
schnittes zu der anderen. Da ein Sigmaschnitt aus einem 
Ringschnitt und einem Querschnitt der letzterwahnten Art 
zusammengesetzt ist, so vermehrt er die Zahl der Randkurven 
um eine. Hat eine Flache p Randkurven, so kénnen wir da- 
durch, dass wir zwei von diesen durch einen Querschnitt ver- 
binden, die Anzahl der Randkurven um eine vermindern, ohne 
den Zusammenhang der Flache aufzuheben. Fahren wir in 
dieser Weise fort, so erhalten wir zuletzt eine zusammen- 
hangende Flache mit nur einer Randkurve. Also: 

Hine zusammenhingende Fliche mit p Randkurven ldsst 
sich durch p—1 Querschnitte in eine zusammenhdngende Fliche 
mit nur einer Randkurve wmdndern. 

Neumann hat nun ferner die Forderung gestellt, dass jede 
solehe Flache sich durch Querschnitte in eine Elementarfliche 
umindern lasse; spater werde ich zeigen, dass diese Forderung 
liberfltissig ist. 

Es kann zweckmiassig sein auch andere Uménderungen der 
Flache als die obengenannten zu betrachten; solche erhalten wir 
durch Einftihrung von Brticken und Réhren. 

Eine Briicke ist ein neu hinzugeftigtes Flachensttick, das 
eine geringe Breite besitzt und zwei Randpunkte mit einander 
verbindet. Durchschneiden wir die Brticke durch einen Quer- 
schnitt, so erhallen wir durch Zusammenziehen die urspring- 
liche Flache. 

Ein Rohr ist ein neu hinzugeftigtes rdhrenférmiges Flaichen- 


beginnen und endigen. Das gilt nicht fiir eine einseitige Fliche, da 
deren Randkurve keine bestimmte positive Richtung hat. Die oben 
erwiihnte einseitige Fliche lasst sich durch einen Querschnitt in ein 
Rechteck (eigentlich ein Doppelrechteck) tiberfiihren, und dieses hat 
nur eine Randkurve. 
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stiick, das an den Enden von zwei von den Randkurven der 
Flache begrenzt wird. Durchschneiden wir das Rohr durch 
einen Ringschnitt, so erhalten wir durch Zusammenziehen die 
urspriingliche Flache. 

Sowohl Briicke wie Rohr mtissen so gelegt werden, dass 
man dadurch nicht die beiden Seiten der Flache mit einander 
in Verbindung bringt. 


ZUSAMMENHANGSZAHL DER FLAOHEN. 


28. Angenommen, wir héatten eine Anzahl Elementar- 
flichen und machten einen beliebigen Querschnitt; dieser muss 
in eine der Flachen fallen und sie in zwei Elementarflichen 
teilen; fahren wir auf dieselbe Weise fort, so muss die Anzahl 
der Klementarflichen ftir jeden ausgeftihrten Querschnitt um 
eine vermehrt werden. 

Angenommen ferner, wir hiitten eine Anzahl von Flichen, © 
gleichgiiltig welche; da ein hinreichend kleines Flachensttick 
nach unseren Voraussetzungen immer elementar ist, so lassen die 
gegebenen Flachen sich immer mit Htilfe von hinlanglich vielen 
Querschnitten in lauter Elementarflaichen teilen, und dies nattir- 
lich auf unendlich viele Arten. Wir wollen annehmen, dass 
wir ¢ Querschnitte benutzen, und dadurch das ganze System 
in f Elementarflachen teilen, und dass wir ein anderes Mal 
t, Querschnitte benutzen und dadurch f, Klementarflachen er- 
halten. Wir benutzen darauf beide Systeme von Querschnitten, 
indem wir nach Ausfiihrung des ersten Systemes das zweite 
oben auf dieses legen. Wir wollen voraussetzen, dass tiberall 
wo die beiden Systeme einen Punkt gemeinsam haben, dies 
ein einfacher Schnittpunkt sei, denn da, wo diese Voraus- 
setzung nicht zutreffen sollte, k6nnen wir sie immer durch kleine 
Anderungen der Querschnitte zutreffend machen. 

Die Anzahl der Querschnitte im.zweiten Systeme war ¢,, 
muss aber jetzt grdsser gerechnet werden; tiberall, wo ein 
Schnittpunkt zwischen den beiden Systemen vorhanden ist, 
wird dieser namlich den zum zweiten Systeme gehébrenden 
Querschnitt in zwei solche teilen, denn ein Querschnitt darf 
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nicht ber eine Randkurve hinaus fortgesetzt werden. Sind s 
Schnittpunkte da, so wird das zweite System deshalb nun nicht 
#,, sondern ¢, + s Querschnitte enthalten; diese teilen, wie oben 
gezeigt wurde, die / Elementarflachen in f + ¢, + s solche Fla- 
chen. Diese Zahl bleibt unveraindert, wenn wir das zweite 
System zuerst, das erste zuletzt legen, denn in beiden Fallen 
bleiben die Schnittpunkte und die Einteilung in Elementar- 
flachen dieselben; man hat also 


frtijts=f+t+s 
apg gag 


Die Zahl ¢t — f bleibt also dieselbe, welches System von 
Querschnitten wir auch benutzen mégen um lauter Elementar- 
flachen hervorzubringen; dasselbe gilt dann von der Zahl ¢ —f+-2. 
Dies ist eine Zahl, die ftir das gegebene Flaichensystem charak- 
teristisch ist, und die bei dessen stetigen Anderungen nicht 
veraindert werden kann, da diese nicht diejenigen Eigenschaften 
des Flichensystemes veriindern, die wir beim Beweis benutzt 
haben. Wir nennen sie die invariante Zahl des Flichensystemes 
und sagen von einer zusammenhéngenden Flache, die die Zahl 
q hat, dass sie g Male zusammenhangend sei. 

Ftir eine Elementarflache ist ¢ = 0, f= 1; sie ist also ein 
Mal oder einfach zusammenhangend. 

In einem Flachensystem /'legen wir einen beliebigen Quer- 
schnitt und erhalten dadurch ein neues System F,; dieses mége 
sich durch ¢ Querschnitte in f Elementarflachen teilen lassen; 
seine Zahl ist deshalb ¢—f+2. F ist durch ¢+ 1 Quer- 
schnitte in dieselben f Elementarflichen geteilt worden und hat 
deshalb die Zahl ¢+1—f+2. Also: 

Jeder Querschnitt, der in einem Fldchensystem angebracht 
wird, macht dessen invariante Zahl wm eine Hinheit kleiner. 

Hieraus ergiebt sich, dass bei einer p Male zusammen- 
hangenden Flache durch p—1 Querschnitte die invariante Zahl 
auf 1 reduciert wird. Wir werden spater, wie schon gesagt, 
beweisen, dass die Querschnitte sich immer auf solche Weise 
legen lassen, dass die Flache dauernd zusammenhangend bleibt. 


oder 
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Ein Ringschnitt verdndert nicht die invariante Zahl des 
Systemes. 

Ein Ringschnitt lasst sich némlich durch einen Querschnitt 
in einen Sigmaschnitt umindern; da dieses ein Querschnitt ist, 
so vermindert er die Zahl um eins; dasselbe thut der hinzu- 
gefiigte Querschnitt; der Ringschnitt kann deshalb die Zahl 
nicht verandern. 

Aus den beiden Satzen folgt, dass eine Brticke die Zahl 
um eins vermehrt, wihrend ein hinzugeftigtes Rohr sie nicht 
verandert. 

Wir haben gesehen. dass eine zusammenhingende Fliche 
mit p Randkurven sich durch p — 1 Querschnitte in eine zu- 
sammenhingende Fliche mit einer Randkurve verandern lisst; 
soll diese sich in eine Elementarfliiche uméindern lassen, so 
muss eine gerade Anzahl von Querschnitten benutzt werden; 
der erste bringt néimlich zwei Randkurven hervor; diese werden 
durch den zweiten zu einer vereinigt und so fort, bis man die 
Elementarfliche mit einer Randkurve erhilt. 

Wenn man aus einem System von Flachen eine Elementar- 
fliche fortnimmt, so wird f um eins vermindert, die Zahl des 
Systemes also um eins vermehrt. Da man eine Punktierung 
dadurch hervorbringen kann, dass man einen kleinen Ring- 
schnitt ausftihrt und das innere Flachensttick fortnimmt, so 
vermehrt eine Punktierung die Zahl um eins. Die unpunktierte 
Kugel hat deshalb die Zahl Null. 

Beisp. 1. Eine an den Enden durch zwei Randkurven 
begrenzte Cylinderflache wird elementar, wenn man die beiden 
Randkurven durch einen Querschnitt verbindet; die Cylinder- 
fliche ist deshalb zwei Male zusammenhangend. 

Beisp. 2. Der punktierte Wulst lasst sich durch einen 
Querschnitt in eine Flache uméndern, die mit der in Beisp. 4 
genannten gleichwertig ist; der punktierte Wulst ist also drei 
Male, der geschlossene zwei Male zusammenhangend. 

Beisp. 3. Eine zweiblattrige Riemannsche Flache mit einem 
Verzweigungsschnitt, deren oberes Blatt punktiert ist, ist 
elementar. 

Man kann némlich die durch die Punktierung gebildete 
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Randkurve erweitern, bis sie eine mit dem Verzweigungsschnitt 
zusammenfallende Doppellinie wird; nun hat man nur noch 
das untere Blatt, das von der Doppellinie als Randkurve be- 
grenzt wird. 

Beisp. 4. Man suche die Zusammenhangszahl fiir eine 
Riemannsche n-blattrige Fliche mit gegebenen Verzweigungs- 
punkten, aber ohne Randkurven.?) 

Riemann sagt, dass ein Verzweigungsschnitt, in dem & 
Blatter zusammenhangen, von der Ordnung k—1 sei. Haben 
wir k—1 Verzweigungspunkte, in denen das Blatt 1 beziehungs- 
weise mit den Blattern 2, 3... zusammenhiingt, und lassen 
wir diese Punkte zusammenfallen, so erhalten wir einen Punkt, 
in dem alle & Blatter zusammenhingen; wir kénnen deshalb 
einen Verzweigungspunkt von der Ordnung k—1 so betrachten, 
als ob er aus k—1 einfachen Verzweigungspunkten zusammen- 
gesetzt sei. Wir wollen annehmen, dass unsere f Verzweigungs- 
punkte von der Ordnung k,—1, k,—1... k,—1 seien, und 
dass die Summe von diesen Zahlen m sei; m giebt also die 
Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte an. Wir nehmen 
an, dass keine Verzweigungspunkte gerade Uber einander liegen, 
eine Annahme, die durch kleine stetige Anderungen leicht zu 
erftillen ist. 

Nun ftihren wir an zwei nahezu diametral entgegengesetzten 
Punkten der Kugel Punktierungen durch alle Blatter, also 2x 
Punktierungen; ist die gesuchte Zahl x, so 
wird sie jetzt «+ 2n. Zwischen den Punk- 
tierungen werden Schnitte geftihrt, die auch 
durch alle Blatter gehen und zwar so, dass 
zwischen zwei von ihnen ein und nur ein Ver- 
zweigungspunkt liegt; wir ftthren dadurch nf 
Querschnitte aus, und dadurch wird die Flache in lauter Ele- 
mentarflichen geteilt, némlich in nf—m, denn man hat zu be- 
achten, dass die Stiicke, die in einem Verzweigungspunkt zu- 
sammenhiingen, nur eine Elementarflache bilden. Wir haben nun 

a = - 


1) Riemann hat diese Aufgabe auf einem ziemlich beschwerlichen Wege 
gelést; die folgende Entwickelung verdanken wir Newmann. 
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vt I%n=nf— (nf—m) + 2, 
oder 
c=m—Int 2. 

Ist ein Blatt schon urspriinglich punktiert, so wird die 
Zahl m —2n-+3. Macht man in diesem Falle die Flache ein- 
fach zusammenhingend, so muss, wie oben gezeigt wurde, eine 
gerade Anzahl von Querschnitten benutzt werden, z. B. 2p; wir 
haben dann 

2p =m— An + 2. 


Dieser Ausdruck zeigt uns, dass die Summe der Ordnungen 
der Verzweigungspunkte eine gerade Zahl sein muss. 

Wir sagen von der Riemannschen Flache, dass sie von 
demselben Geschlecht sei wie die entsprechende algebraische 


: wie n—1)(n—2 
Kurve, nimlich ( MM De d—r, wenn » deren Ord- 


nung, @+~*r die Anzahl ihrer Doppelpunkte und Spitzen 
bedeutet. 

Nun ist m = n(n—1)—2d —2r; higraus ersehen wir, 
dass p das Geschlecht der Fliche ist. AlJso: 

Ist eine geschlossene Riemannsche Fldche vom Geschlecht p, 
so machen eine Punktierung und 2 p Querschnitte sie einfach 
zusammenhingend. 

In Beisp. 3 haben wir m=2, n=2, also p=0O, was mit 
dem oben gefundenen Resultat tibereinstimmt. 


BEWEIS FUR NEUMANNS AXIOM, 


29. Wir denken uns eine zusammenhingende zweiseitige 
Flaiche, nétigenfalls punktiert, so dass sie wenigstens eine Rand- 
kurve hat; wir lassen eine oder mehrere von den Randkurven 
sich stetig so andern, dass das begrenzte Flaichensttick be- 
stindig verkleinert wird; die Verkleinerung wird an jedem 
Punkte so lange fortgesetzt, bis der Abstand zwischen einem 
Randteil und dem nachsten anderen Randteil (zu derselben oder 
zu verschiedenen Randkurven gehorig) eine kleine endliche Grésse 
ist. Das Flachenstiick wird dadurch in ein System von schmalen 
Streifen verandert, die sich auf alle méglichen Arten verzweigen 
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und vereinigen, sowie tiber und unter einander weglaufen kénnen 
(ohne an einer solchen Stelle mit emander verbunden zu sein). 

Wir haben uns gedacht, dass die Rander sich in die 
Flache hineinschneiden, aber jede auf diese Weise ausgefiihrte 
Anderung kann man sich eben so gut durch eine stetige Zu- 
sammenziehung der Flaiche entstanden denken; die gegebene 
und die veranderte Flaiche sind deshalb gleichwertig. 

Wir kénnen nun, ohne dadurch die Verhiltnisse weniger 
allgemein zu machen, einige Vorausselzungen tiber die ver- 
anderte Flache aufstellen: 

1) Kein Streifen endet blind, denn thut er das, so liasst er 
sich durch Zusammenziehen fortschaffen. Jeder Streifen muss 
sich deshalb entweder verzweigen oder in sich selbst zurtick- 
laufen. Der letzte Fall kann nicht eintreten, wenn die Fliche 
nur eine Randkurve hat. 

2) Wo ein Streifen sich verzweigt, teilt er sich nur in zwei 
andere. Man kann namlich durch stetige Ande- 
rung die Mtindung eines Streifens lings dem Pe 
einen Rande des Nachbarstreifens verschieben, \\ 5 
und auf diese Weise die Anzahl der Streifen, die 
an derselben Stelle ausmtinden, bestindig ver- 
mindern, bis die aufgesstellte Voraussetzung er- 
fiillt ist. 

Die folgenden Figuren stellen die veriinderten Formen der 
Klementarfliche, des Kreisringes und des punktierten Wulstes dar. 

Wir wollen nun annehmen, dass unsere zusammenhingende 
Flaiche vor der Zusammenziehung durch 


Querschnitte so umgeéindert ist, dass wir 
nur eine Randkurve haben; wir wissen, © O 
dass sich das immer erreichen lésst, ohne G) 


dass die Flache aufhért zusammenhangend 
mi sein; es kommt darauf an zu beweisen, dass sich auch in 
der Fliche mit einer Randkurve ein Querschnitt so anbringen 
lasst, dass die Flaiche zusammenhingend bleibt. 

Wir gehen nun von einem beliebigen Punkte A auf dem 
einen Rande eines Streifens aus und folgen dem Rande in posi- 
tiver Richtung; da nur eine Randkurve existiert, so mussen 
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wir nach A zurtickkehren. nachdem wir die ganze 

| | Randkurve durchlaufen haben; unterwegs mussen 

A » wir den A gerade gegentiberliegenden Randpunkt 

B passiert haben, und nach B sind wir in einer 

Richtung gekommen, die derjenigen, in der wir von A aus- 

gegangen sind, gerade entgegengesetzt ist. Auf dem Wege von 

A nach B kennzeichnen wir den Rand, so dass wir hinterher 
sehen kénnen, wo wir gewesen sind. 

Von B gehen wir auf dem zuriickgelegten Wege zurtick, 
bis wir auf eine Verzweigung beim Punkte C treffen. Nun 
sind wir auf dem Wege entweder bei C gewesen oder nicht. 

In dem letzten Fall kénnen wir einen Quer- 


i schnilt ausfiihren, wie die Figur zeigt, denn wnser 
x 4, Weg hat uns von der einen Seite des Quer- 

Be i schnittes nach der anderen geftihrt, ohne dass 
. a der Querschnitt passiert wurde. 


Im ersten Falle kénnen wir verfahren wie 
vorher, wenn wir A, an die Stelle von A, C an diejenige von 
B treten lassen; treffen wir, indem wir von C zurtickgehen, 
auf eine Gabelung, bei deren Verzweigungspunkt wir nicht ge- 
wesen sind, so kjnnen wir unseren Querschnitt ausftihren; im ent- 
gegengesetzten Fall gehen wir auf dieselbe Weise weiter. Da nun 
jeder unserer Wege ein Teil der vorhergehenden, und die Rand- 
kurve endlich ist, so k6nnen wir in dieser Weise nicht bestindig 
fortfahren; wir mtissen deshalb einmal zu einer Verzweigung 
kommen, wo wir einen Querschnitt ausftthren kénnen. q. e. d. 

Nachdem wir unseren Querschnitt ausgeftihrt haben, haben 
wir eine zusammenhingende Flache mit zwei Randkurven; 
diese sollen nun durch einen Querschnitt verbunden werden, 
und wir kénnen zeigen, dass dieser sich immer quer itiber 
einen Streifen legen lisst. Im entgegengesetzten Falle mitissten 
nimlich tiberall die gegenitiberliegenden Riéinder eines Streifens 
zu derselben Randkurve gehéren; da die Fliche jedoch zu- 
sammenhangend ist, mtissen wir von einem Streifen, dessen 
Rander beide zu der einen Randkurve gehéren zu einem zweiten 
gelangen kénnen, dessen Rander beide zu der anderen gehéren. 
Der Ubergang zwischen zwei solchen Streifen kann nur bei 
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einer Verzweigung stattfinden, aber dort ist er unméglich, weil 
ein Rand des einen Streifens die Fortsetzung von einem Rande 
des anderen bildet. 

Nachdem wir den zweiten Querschnitt ausgefiihrt haben, 
haben wir wieder eine zusammenhingende Flache mit nur 
einer Randkurve; diese wird wie vorhin behandelt, und wir 
fahren so fort, bis wir eine einmal zusammenhiingende Fliche 
erhalten haben; es lisst sich zeigen, dass diese eine Elementar- 
flache sein muss. 

Bei jedem von uns ausgeftihrten Querschnitt durchschneiden 
wir einen Streifen, und indem wir die blinden Enden durch 
Zusammenziehen fortschaffen, haben wir einen Streifen weniger 
(den Streifen von einer Verzweigung bis zur folgenden ge- 
rechnet). Wenn alle Verzweigungen von der Fliche mit einer 
Randkurve fortgeschafft sind, so ist sie eine Elementarfliche; 
zu dieser Form mtissen wir gekommen sein, wenn wir eine 
einmal zusammenhingende Flache erhalten haben, denn im 
entgegengesetzten Fall miissten wir mehr Querschnitte aus- 
ftihren, um zu einer Elementarfliche zu gelangen, und diese 
wurde dadurch eine Zusammenhangszahl kleiner als Eins er- 
halten. Folglich: 

Jede pmal zusammenhingende Fliche ldsst sich durch p—1 
Querschnitte in eine Hlementarfldche verdndern. 

30. Wir wollen annehmen, dass wir eine p mal zusammen- 
hingende Fliche hatten, und dass diese auf ein System von 
Streifen reduciert worden sei; dieses System wollen wir dann 
in die ursprtingliche Flaiche hineinlegen und es als ein System 
von Querschnitten (Ringschnitte einbegriffen) in dieser be- 
trachten. Die Zusammenhangszahl der Fliche hiernach sei z. 

Das System von Streifen wird durch p—1 Querschnitte 
auf eine Elementarfliche reduciert; diese Qverschnitte sind 
Briicken in der urspriinglichen Fliche und machen ihre Zahl 
zu 2+p—i1. Das System von Querschnitten ist durch die 
Briicken auf eine Punktierung reduciert, und diese macht die 
Zahl zu p +1. Hieraus folgt x = 2. 

Ist eine Punktierung vor dem Zusammenziehen hinzugeftigt, 
so wird « = 1; man kann das Zusammenziehen dadurch aus- 
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fiihren, dass man nur die durch die Punktierung gebildete 
Randkurve sich erweitern lisst; wenn man ihr hinterher nach- 
geht, so kann man von der einen Seite jedes Querschnittes 
zu der anderen hintibergelangen, so dass die Fliche dauernd 
zusammenhiingend bleibt. Also: 

Wenn man an einer zusammenhingenden Fldche eine Punk- 
tierung vornimmt und die entstandene kleine Kurve sich er- 
weitern lisst, bis die Fliche auf ein System von Streifen redu- 
ciert ist, so wird die gegebene Fliche auf eine Elementarfldche 
reduciert, wenn die Streifen zu Querschnitten gemacht werden. 

Man sieht leicht, das die erweiterte Kurve da, wo sie einer 
Randkurve folgt, ohne Schaden mit dieser zusammenfallen kann, 
ausgenommen da, wo sie sie verlisst. Hat man z. B. emen 
Kreisring, so wird die erweiterte Kurve sich dicht an beide 
Kreise heranlegen und an einer Stelle einen schmalen Streifen 
begrinzen, der sie verbindet und den Querschnitt bildet. 


NORMALFORMEN, 


31. Wir wollen nun einen anderen Weg einschlagen, in- 
dem wir versuchen alle Verzweigungsstellen auf der Peripherie 
eines Kreises anzubringen. Um dies zu erreichen, geben wir 
einem Streifen an einer Stelle eine kreisformige Erweiterung; 
der Streifen miindet dann an zwei Stellen in diesen Kreis; wir 

foleen dem einen Teile des Streifens, his 
£5 PS wir an eine Stelle kommen, wo ein anderer 
Sook Oey a Streifen in ihn einmtindet, und ziehen dessen 
> Miindung durch stetige Anderung nach der 
Kreisperipherie hinunter; auf diese Weise 
kénnen wir fortfahren, solange wir Verzweigungsstellen ausser- 
halb der Kreisperipherie treffen; wenn wir fertig sind, wird 
dann also jeder Streifen von der Kreisperipherie ausgehen und, 
ohne sich zu verzweigen, zurtickkehren und wieder in die 
Kreisperipherie einmtinden. Jeder Streifen wird deshalb einen 
Henkel am Kreise bilden. 

Wir kénnen jedoch unsere Fliache noch weiter vereinfachen, 

wenn wir beachten, dass eine Miindung sich durch stetige 
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Anderung lings dem Rande verschieben lasst. Die beiden 
Miindungen eines Henkels wollen wir durch denselben Buch- 
staben bezeichnen. Liegt keine Miindung zwischen a und a, 
so nennen wir aa einen einfachen Henkel oder schlechthin 
Henkel; eine Miindung, die nach a hin verschoben wird, gleitet 
langs dem 4usseren Rande des Henkels hinunter nach dessen 
anderer Seite; da er nach’ derselben Stelle kommen wiirde, 
wenn der Henkel nicht da ware, so kénnen wir von diesem 


peN Paar e 


ganz absehen. Zwei Henkel, deren Mtindungen abwecliselnd 
auf emander folgen, ohne dass Mtindungen dazwischen liegen, 
bilden einen Doppelhenkel; auch einen solchen kann man sich 
als nicht vorhanden denken, da der Weg von seiner einen Seite 
nach der anderen ftihrt, nmachdem die vier Réinder der beiden 
Henkel und die dazwischen liegenden Stiicke der Kreisperipherie 
durchlaufen sind. Wir wollen zeigen, dass das ganze System 
sich auf lauter einzelne Henkel und Doppelhenkel reducieren lisst. 

Ks seien a, und a, zwei beliebige gepaarte Miindungen; 
wir wollen versuchen sie so nahe wie méglich zusammen zu 
bringen. Liegt zwischen a, und a, ein Paar Miindungen 4, und 
b,. so kénnen wir den Henkel 6,6, benutzen, um die auf dem 
Stticke 4,a, liegenden Mtindungen, a, mitgerechnet, zwischen 
6, und a, hintiberzuftihren; wir kénnen deshalb voraussetzen, 
dass zwischen a, und a, nur entweder gar keine oder lauter 
ungepaarte Mitindungen liegen, so dass wir z. b. die Reihen- 
folge a,b,¢,d,a, haben. Die Miindungen 6, und d, lassen sich 
mit Hilfe des Henkels cc, herausschaffen. Wir haben deshalb 
nun entweder einen einzelnen Henkel a,a,, oder die Reihen- 
folge der Mtindungen ist a,c,a,; ¢, liegt ausserhalb, kann aber 
auf dieselbe Weise nach a, oder a, gebracht werden. Dadurch 
haben wir einen Doppelhenkel erhalten, und kénnen nun auf 
dieselbe Weise fortfahren, bis das ganze System reduciert ist; 
die einzelnen Henkel kénnen sich auf alle méglichen Arten um 
einander herumwinden, ohne jedoch mit einander in Bertihrung 
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zu kommen; durchschneidet man die Henkel, ebnet sie aus 
und setzt sie wieder zusammen, so kann man die Windungen 
fortschatfen. 

Wir haben also eine Normalform gefunden, auf die sich 
alle unsere Flichen durch stetige Anderung zuriickfiihren lassen. 
Die Normalform ist eine Kreisfldche, deren Rand mit Henkeln 
und Doppelhenkeln versehen ist. Bei jedem Kinzelhenkel bildet 
der eine Rand des Henkels in Verbindung mit dem zwischen 
den Miindungen liegenden Stticke der Kreisperipherie eine 
Randkurve; hieraus folgt, dass bet einer Fldche mit nur einer 
Randkurve nur Doppelhenkel vorkommen. 

32. Die Richtigkeit der friiher bewiesenen Sitze springt 
nunmehr in die Augen; sind p Henkel vorhanden, so wird die 
Flache elementar, wenn jeder Henkel mittels eines Querschnittes 
durchschnitten wird; die Flaiche ist (p-+1)-mal zusammen- 
hiingend; ist nur eine Randkurve vorhanden, so wird die An- 
zahl der Schnitte gerade, da alle Henkel Doppelhenkel sind; 
ein Schnitt macht einen Doppelhenkel zu einem Henkel, und 
es giebt eine Randkurve mehr u. s. w. 

Wir sehen nun, dass die zweimal zusammenhadngende 
Fliche einen Henkel und keinen Doppelhenkel haben muss; 
sie hat also zwei Randkurven; eine solche Flaiche besitzen wir 


im Kreisringe, gleichfalls in der zu Vine gehorenden Fliche, 


nachdem die beiden Punkte co herausgeschnitten sind. Die 
dreimal zusammenhingende Fliche hat zwei Henkel, die Einzel- 
henkel sein kénnen oder einen Doppelhenkel bilden; im ersten 
Falle haben wir drei Randkurven, im letzten eine. Eine zwei- 
blattrige Riemannsche Flache, bei der das eine Blatt punktiert 


ist, mit vier Verzweigungspunkten, von denen zwei und zwei 
durch Verzweigungsschnitte verbunden sind, fiihrt zu dieser 
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Normalform. (Man vergleiche die Figuren, welche die succes- 
siven Anderungen zur Anschauen bringen). Dasselbe gilt vom 
punktierten Wulst. 

Sind sechs Verzweigungspunkte mit drei Verzweigungs- 
schnitten vorhanden, und ist das eine Blatt punktiert, so er- 
halt man zwei Doppelhenkel. (Die Figuren zeigen die Um- 
formungen.) Die Punktierung im obersten Blatt wird zuerst 
erweitert, wie in der ersten Figur dargestellt ist, und diese 
lasst sich dann leicht in die zweite verwandeln. 


Auf der Flache in ihrer Normalform sieht man sofort die 
Periodenwege; ein solcher geht von einem Punkt der Kreis- 
fliche durch einen der Henkel und zurtick zum Ausgangs- 
punkte. Durchschneiden wir den Henkel mittels eines Quer- 
schnittes, so kénnen wir uns diesem von beiden Seiten nahern 
und zu zwei Punkten gelangen, die unendlich nahe bei einander 
liegen, aber auf verschiedene Seiten des Querschnittes; der Unter- 
schied zwischen den Werten des Integrals in diesen beiden 
Punkten ist gleich dem zum Henkel gehérenden Periodicitits- 
modul. 

Man kénnte nun die zur Integralfunktion gehdrende Rie- 
mannsche Fliche mit unendlich vielen, der Normalform der 
Fliche kongruenten Blittern darstellen, mit den Querschnitten 
der Normalform als Verzweigungsschnitten; bei jedem solchen 
Schnitt andert sich der Wert des Integrals stetig, wenn man 
tiber ihn in das nichste Blatt hinaufgeht. Man pflegt sich aber 
in der Regel damit zu begntigen, eins der kongruenten Blatter 
mit seinen Querschnitten zu betrachten, und man sagt dann, 
dass die Funktion in diesem Blatte eindeutig ist, aber unstetig 


80 ERSTER ABSCHNITT. KAPITEL V. 


an den Verzweigungsschnitten, da sie einen fiir jeden Schnitt 
bestimmten konstanten Zuwachs erhalt, wenn man den Schnitt 
iiberschreitet ohne das Blatt eu verlassen. Die Unstetigkeit ist 
hier also nur formell; eine reelle Unstctigkeit erhalten wir nur, 
wenn wir zur oberen Grenze gewisse Pole der integrierten 
Funktion nehmen. 


KAPITEL V. 
ABELSCHE INTEGRALE. ABELSCHER SATZ. 


EINTEILUNG DER INTEGRALE. 

Unter Adelschen Integralen versteht man Integrale alge- 
braischer Funktionen; sie werden in Integrale erster, zweiter 
und dritter Galtung (espéce) geteilt. 

Solange die Funktion unter dem Integralzeichen endlich, 
und der Weg, den wir durchlaufen, ebenfalls endlich ist, muss 
der Wert des Integrals auch endlich sein. 

Wenn wir voraussetzen, dass die Funktion in der kon- 
stanten unteren Grenze endlich ist, und dass der Weg nicht 
durch Unstetigkeitspunkte fithrt, so wird der Wert des Inte- 
grals nur unendlich werden kénnen, wenn die obere Grenze 
ein Pol ist, oder wenn der Weg unendlich lang ist. Das 
letzte kann wieder auf zwei Arten geschehen, entweder da- 
durch, dass man direkt zum Punkt co geht, oder dadurch, 
dass man unendlich viele Periodenwege durchlauft. 

Kin Integral erster Gattung ist ein solches, das nur da- 
durch unendlich werden kann, dass unendlich viele Periodenwege 
durchlaufen werden. 

Hierzu ist nun zuniichst erforderlich, dass in den, den 
Polen entsprechenden Reihenentwickelungen der Funktion unter 
dem Integralzeichen von negativen Exponenten nur solche 
zwischen den Grenzen 0 und —1 vorkommen. Man hat némlich 


aede 1 i—p, 
\eoa = ean ie DP, 
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dieser Ausdruck wird, wenn a@ die obere Grenze ist, Null fiir 
p<A, unendlich fiir p> 1. Bei dem elliptischen Integral erster 
Art hat man bei den vier Polen p=+4, so dass das Integral 
einen endlichen Wert erhalt, wenn man es auf einem endlichen 
Wege zu einem dieser Pole fiihrt. 

Demnachst ist erforderlich, dass das Integral einen end- 
lichen Wert behalt, wenn man es zum Punkte oo fiihrt, oder 
wenn die Funktion /(z) ist, das 


endlich bleibt, wenn Null die obere Grenze ist. Wir haben ge- 
sehen, dass auch dies beim elliptischen Integral erster Art 
stattfindet. 

Lin Integral zweiter Gattung ist ein solches, das, von den 
Periodicitdtsmoduln abgesehen, in gewissen Punkten unendlich 
wird, und zwar algebraisch unendlich. 

Wir meinen damit, dass die Glieder der Reihenentwickelung, 
die negative Exponenten haben, bei der Integration algebraische 
Funktionen ergeben; dies setzt voraus, dass es Glieder giebt, 
fir die p>1, und kein Glied mit p= 1. Vom Punkte co 
wird hier angenommen, dass er auf gewodhnliche Weise be- 
handelt wird. Die Bedingungen sind fiir das elliptische Integral 
zweiter Art erfiillt, denn wir erhalten ftir den Punkt co 


a, esa Vie du 
\ pimp re Veal a 
2 4 kw—1 , 
Seok Ser ele merase 
ein Ausdruck, der sich in der Nahe von «=O wie ss verhalt. 


Hin Integral dritter Gattung ist ein solches, bei dem die 
Funktion unter dem Integralzeichen fiir gewisse Punkte ein Re- 
siduum hat, das von Null verschieden ist. 

Das Integral erhalt in diesem Falle Glieder von der Form 


\ Z dz = Al(z—a), 


e— 
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und man sagt deshalb, dass es logarithmisch unendlich im 
Punkte @ wird, rein logarithmisch, wenn keine Glieder da sind, 
fiir die p > 1, und im entgegengesetzten Fall polarlogarithmisch. 
Spater werden wir zeigen, dass die Summe aller Residuen einer 
Funktion gleich Null ist; daraus folgt, dass das Integral nicht 
in nur einem Punkte logarithmisch unendlich werden kann, und 
dass, wenn es in nur zwei Punkten logarithmisch unendlich 
wird, die entsprechenden Residuen gleich gross mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen sein mtissen. Man hat zu beachten, dass 
das Residuum im Punkte oo fiir f(z) gleich ist dem Residuum 


im Punkte O ftir 
y Nee 7 
— 17). 


Als Beispiele ftir Integrale dritter Art lassen sich die Inte- 
grale ftir 72 und arcsin 2 anftihren; das erste ist logarithmisch 
unendlich in den Punkten O und co, das zweite in den beiden 
Punkten co. Das elliptische Integral 


\ dz 
JTF RAGH 
ist logarithmisch unendlich in den Punkten + Vo die beide 


in beiden Blattern gefunden werden. 


Ist s = (z—a,) (e—a,)...(e¢—a,,) 


so gehort \F dz (q positiv ganz oder Null) 


zu den hyperelliptischen Integralen; es ist endlich in allen Punk- 
ten a; fiir den Punkt co erhalten wir 


du 
Ve 2—*V(1—a,u)... (1—a,, u). 


Die Beschaffenheit der beiden Punkte oo ist deshalb ab- 
hangig von g+2—un. 
(1) gy<n—2. Das Integral ist endlich und deshalb von erster 
Gattung. 
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(2) g=n—1. Das Integral ist von dritter Gattung, denn es 
wird logarithmisch unendlich in den beiden Punkten oo. 
(8) g>n—1. Wenn man den reciproken Wert der Quadrat- 

wurzel in einer Reihe, a+ 6u+cuw?+ ..., entwickelt, so 

wird man bei der Division mit w7+2—” im allgemeinen Glieder 

erhalten, die in den Nennern die Exponenten 1, 2,3 u.s.w. 

haben. Das Integral wird deshalb im allgemeinen polar- 

logarithmisch unendlich in den Punkten co. 

Da eine Summe von Integralen erster Art wieder von erster 
Art sein muss, so gilt dies vom Integral 


dz, 


lec a a ee 
s 


das linear aus »—1 von einander unabhiéngigen Integralen 
erster Gattung zusammengesetzt ist. Spéter kommen wir auf 
diese Verhaltnisse wieder zurtick. 


DIE ZU EINER ALGEBRAISCHEN KURVE GEHORENDEN 
INTEGRALE, 

34. Es sei f =f (z,s) =0 die Gleichung einer algebraischen 
Kurve. Die Gleichung bestimmt s als eine algebraische, in 
der Regel mehrdeutige Funktion von 2. 

Von jedem Integral 


\ F(s, 2), de, 


wo F eine rationale Funktion bedeutet, sagen wir, dass es zur 
Kurve f=0 gehort. Das Integral ist ein Abelsches und ent- 
halt keine anderen Irrationalitaten unter dem Integralzeichen 
als diejenige, die durch die Gleichung f/=0 bestimmt wird. 
Statt eine Riemannsche Flache zur naheren Bestimmung 
der Anderungen der mehrdeutigen Funktion zu benutzen, ziehen 
wir es hier vor, die durch die Gleichung dargestellte Kurve 
selbst zu gebrauchen. Einem bestimmten Punkte auf dieser 
entsprechen bestimmte Werte von s und 2, und wenn der 
Punkt sich stetig auf der Kurve bewegt, verandern 2 und s sich 
auf eine bestimmte Weise, solange wir nicht an eine Stelle 


6* 
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kommen, wo zwei oder mehrere Werte von s zusammenfallen. 
Das Integral hat einen bestimmten Wert, wenn ein bestimmtes 
Kurvenstiick gegeben ist, lings dem es genommen werden soll. 
Wir haben uns hier der Anschauung wegen s und ¢ als reell 
gedacht, aber da man mit Hilfe einer Riemannschen Flache 
auch definieren kann, was man unter einem Kurvensttick ftir 
komplexe s und 2 versteht, so gelten unsere Betrachtungen 
auch fiir solche Werte. 


ABELS THEOREM. 


35. Von dem unter diesem Namen bekannten bertihmten 
Satz, der die Grundlage ftir viele weitergehende Untersuchungen 
abgegeben hat, kann man sagen, dass er eine Erweiterung der 
Theorie der symmetrischen Funktionen auf transcendente Funk- 
tionen darstellt. 

Die Kurve f= 0 sei von ter Ordnung, und zwei andere 
Kurven g,=0 und g,=O0 seien von mter Ordnung. Wir be- 
trachten das Kurvenbtischel 


g, + Ag, = 0 


und lassen 2 stetig von O bis co variieren; dadurch wird die 
Kurve aus der Anfangslage y,=0 durch unmerckliche Uber- 
gange libergehen in die Kurve 9, =0. 

Kine beliebige Kurve des Btischels schneidet im allgemeinen 
die feste Kurve f in mn Punkten; diese werden durch eine 
Gleichung vom Grade mn bestimmt, deren Koefficienten ganze 
rationale Funktionen von 2 sind. Der Grad kann nur dann 
niedriger werden, wenn einer oder mehrere von den Schnitt- 
punkten fiir alle Werte von 2 im Unendlichen liegen. Solche 
Punkte sind wahrend der Variation von 2 feste Schnittpunkte 
und ohne Bedeutung ftir das Folgende. 

Von der Theorie der Elimination her ist es bekannt, dass 
man aus den beiden Gleichungen f=0 und ¢,+2g,=0 eine 
Endgleichung in z bilden kann, die héchstens vom Grade mn 
ist, und eine Gleichung, die vom ersten Grade in s ist und 
dazu dienen kann, s rational durch z und 2 auszudrticken. 
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Wir wollen in der folgenden Untersuchung davon aus- 
gehen, dass die Gleichungen der Kurven so allgemein wie még- 
lich sind, so dass die Endgleichung vom muten Grade ist. 

36. Wir betrachten nun ein beliebiges von den zur Kurve 
f=0 gehorenden Integralen 


\F(s, 2) dz 


und suchen die Summe der Werte, die es annimmt, wenn es 
tiber die mn Kurvenstticke gefiihrt wird, welche die Schnitt- 
punkte durchlaufen, wahrend 2 von 0 bis oo variiert. Diese 
Wege sind vollstindig bestimmt, da wir ftir jeden Wert von 
2 mu Schnittpunkte haben, von denen jeder, wenn 2 die 
Zunahme d@?2 erfahrt, seinen unendlich kleinen Bogen durch- 
lauft. Solche Punkte auf f= 0, in denen mehrere Werte von 
s zusammenfallen, bleiben ohne Bedeutung, denn da wir lings 
allen Kurvenstiicken integrieren sollen, die hier zum Punkte 
ftihren, und lings allen denen, die vom Punkte fortfiihren, so 
ist es gleichgtltig, in welcher Reihenfolge die letzten als die 
Fortsetzungen der ersten zu betrachten sind. 

Wenn wir 4 von O bis co auf einem bestimmten Wege 
variieren lassen, z. B. reell, so erhalten wir bestimmte Kurven- 
stticke; wahlen wir einen anderen Weg fiir 4, so werden die 
Sticke sich verandern, aber da sie in beiden Fallen von den- 
selben Anfangspunkten zu denselben Endpunkten fiihren, so 
kann der Unterschied in der gesuchten Summe nur aus Perio- 
dicitaétsmoduln bestehen. 

Wir fiihren nun 2 als unabhangige Variable in das Inte- 
eral ein; wir haben gesehen, dass s sich rational durch z und 


> 


. - aK 
2 ausdriicken lasst, und aus der Endgleichung erhalten wir D 


rational durch dieselben Gréssen ausgedrtickt. Dadurch nimmt 
das Integral die Form 


(Rea 


*o 


an, wo F eine rationale Funktion bedeutet. 
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Wenn 2 die Zunahme da erfihrt, so durchlaufen die a 
Schnittpunkte unendlich kleine Bogenelemente; diese Bogen- 
elemente geben Integralelemente, deren Summe 


LF, (254) + F252) +B (22 8) ++ Gms 2) a 


betragt, wo 2,,2,.--2n, die mn Wurzeln der Endgleichung be- 
zeichnen. Wir haben hier in der Klammer eine symmetrische 
rationale Funktion von den Wurzeln der Endgleichung, und 
eine solche lisst sich wie bekannt rational durch die Koeffici- 
cienten der Gleichung ausdriicken; wir wollen die Summe durch 
V bezeichnen. V ist also eine rationale Funktion von 4, und 
enthalt als Konstanten die Koefficienten in den Gleichungen 
der gegebenen Kurven. 

Auf die Weise haben wir das Integralelement Vd? ge- 
funden, und die ganze gesuchte Summe wird dann ausgedrtickt 
durch 


i? a) 


S = \) ‘aa, (1) 


"0 


Wenn wir jetzt die Kurvenstticke nur bis zu einer gewissen 
Kurve des Btischels beriicksichtigen wollen, so wird der Unter- 
schied nur der, dass wir den zu dieser Kurve gehdrenden Wert 
von 2 zur oberen Grenze ftir das Integral S nehmen miissen. 
Dieses lasst sich wie bekannt durch rationale Funktionen und 
durch Logarithmen ausdrticken. [Es ist gleichgtiltig, welchen 
Weg wir 2 von der unteren bis zur oberen Grenze gehen lassen; 
natiirlicherweise hat dieser Weg Einfluss auf die Bestimmung 
derjenigen Kurvenstticke, die von dem ersten System von 
Schnittpunkten zu dem letzten fiihren, aber das Resultat zeigt, 
dass die bei einer solchen Veranderung der Wege hinzugekom- 
menen Periodicitétsmoduln sich aufheben oder jedenfalls auf 
solche reduciert werden miissen, die dem Integral S angehéren. 

37. Wir wollen die Funktion V sogleich genauer bestim- 
men, kénnen aber schon jetzt verschiedene wichtige Resultate 
aus der gewonnenen Formel ableiten. 

Ist das gewahlte Integral von erster Gattung, so kann es 
auf keinem Kurvenstiicke unendlich werden, ebensowenig wie 


ABELSCHE INTEGRALE. ABELSCHER SATZ. 87 


die gefundene Summe. Diese kann deshalb nicht Logarithmen 
oder gebrochene rationale Funktionen von 4 enthalten, da wir 
im entgegengesetzten Falle fiir gewisse Werte von 2 S =o 
erhalten wurden. Es dtirfen auch keine ganzen Funktionen vor- 
kommen, da solche gleichzeitig mit 2 ins Uendliche wachsen. 
S muss deshalb notwendigerweise eine Konstante sein, und da 
S fiir ein unendlich kleines 2 selbst unendlich klein sein muss, 
so kann diese Konstante nur Null sein. Folglich: 

Die Summe der Werte des Integrals, genommen auf den 
mn Kurvenstiicken, ist Null, wenn das Integral von erster 
Gattung ist. 

Ist das Integral von zweiter Gattung, so kann es selbst 
nicht, und deshalb ebensowenig die Summe, an irgend welcher 
Stelle logarithmisch unendlich werden. Folglich: 

Ist das Integral von zweiter Gattung, so wird die Summe 
eine rationale Funktion von 2. 

Ist das Integral dagegen von dritter Gattung, so wird es 
gewisse Punkte geben, in denen es logarithmisch unendlich 
wird. Ist 4, derjenige Wert von 2, der zu der Kurve des 
Biischels gehort, die durch einen solchen Punkt geht, so muss 
S das Glied #-1(4—2,) enthalten, wo & eine Konstante be- 
deutet, namlich das zu 2, gehdrende Residuum. 

Unter einem Normalintegral dritter Gattung versteht man 
ein solches, das keine polarlogarithmischen Unendlichkeitspunkte 
und nur zwei rein logarithmische Unendlichkeitspunkte hat. 
Fiir ein solches Integral kann S keine algebraischen Glieder 
enthalten und muss deshalb die Form 


annehmen. 


Da das Integral indessen nicht unendlich wird fiir andere 
Werte von 2 als 2, und 2,, so muss die Summe der zu diesen 
Werten gehdrenden Residuen Null sein. Durch Hinzufigen 
eines passenden konstanten Faktors kann man daftir sorgen, 
dass die Residuen die Werte +1 und —1 erhalten, und da- 
durch wird 
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(0/0) 
D 


7a 
Y 2 1 
S=l- Fi 


2 


; (2) 


Liegen die beiden Punkte auf derselben Kurve des Biischels, 
so wird S=0. 

38. Der Abelsche Satz gewinnt in der Regel um so mehr 
an Anwendbarkeit, je mehr man die Anzahl der Kurvenstiicke, 
die das Integrale durchlaufen soll, reducieren kann. Eine solche 
Reduktion erhailt man, wenn man die bewegliche Kurve durch 
feste Punkte der Kurve f gehen liisst, da dann fiir jeden solchen 
Punkt ein Kurvenstiick fortfallt; ja ist der Punkt ein Doppel- 
punkt, so fallen zwei Stticke fort u.s. w. Solchen festen Punkten 
entsprechen in der Gleichung zwischen 2 und 2 Faktoren, die 
2 nicht enthalten und sich fortdividieren lassen, so dass die 
Gleichung auf eine andere reduciert wird, die von niedrigerem 
Grade als mn ist und nur die beweglichen Schnittpunkte be- 
stimmt. Es lasst sich beweisen, dass man immer das Kurven- 
biischel so wihlen kann, dass die Anzahl der beweglichen Schnitt- 
punkte auf p+ 1 reduciert wird, wo p das Geschlecht der ge- 
gebenen Kurve ausdriickt. 

Um das zu erreichen, setzen wir m= n—2*); dann kénnen 


(n—2) (n+ 
Pe We. 


wir tiber ) Koefficienten disponieren, oder, wenn 


wir den einen als variablen Parameter behalten wollen, tiber 


2 
Ww —n— 4 ; - : * . : 
eos Diese kénnen wir durch Auflésung linearer Glei- 


chungen so bestimmen, dass die Kurve durch die d + 7 Doppel- 
punkte und Spitzen, und durch 


willkiirlich gewahlte von den tibrigen Punkten der gegebenen 
Kurve geht. Feste Schnittpunkte giebt es dann 


n’—n—A4 
a eee 


1) Man kann auch m—=n—1 setzen. 
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und subtrahierl man diese von n’—2n, so ergeben sich 


(n— 1) (n —2) 
2 


d—r+t=p+1 


bewegliche Schnittpunkte. 

Von diesen bestimmt einer den Parameter und dadurch 
die p wbrigen. Da die festgelegten einfachen Schnittpunkte 
beliebig gewahlt werden kénnen, so lassen sie sich auch als 
beweglich betrachten, indem mehrere von den Koefficienten der 
Gleichung # = 0 als veranderliche Parameter betrachtet werden; 
in allen Fallen werden jedoch p von den Schnittpunkten be- 
stimmt sein, wenn die tibrigen festgelegt sind. Sie werden 
durch eine Gleichung vom Grade p bestimmt, in deren Koeffi- 
cienten die Koordinaten der festgelegten Schnittpunkte ent- 
halten sind. 

Ist f vom Geschlechte Null, so k6nnen wir also dafiir sor- 
gen, dass wir nur einen beweglichen Schnittpunkt erhalten; 
es bleibt dann nur ein Integral auf der linken Seite der Adel- 
schen Gleichung, und man kann nicht S=O haben. Ks gehdért 
deshalb kein Integral erster Art zu Kurcen vom Geschlechte 
Null. Wenn mann s und z rational durch 2 ausdrtickt, so 
wird durch Einftihrung von 2 als unabhangige Variable jedes 
zur Kurve gehoérige Integral in das Integral einer rationalen 
Funktion umgewandelt; es kann deshalb zu keimen anderen 
Transcendenten ftihren als zu Logarithmen. 

Beisp. 1. Die Kurve mége der Kreis 2+ s’ = { sein; wenn 
wir mit dem Geradenbtischel s—1 = 4z schneiden, so erhalten 
wir einen beweglichen Schnittpunkt. Wir wahlen das Integral 
dritter Art, ee und beginnen im Punkte (0,1), der 2 =0 ent- 

’ 
spricht. Das Integral ist dann arcsin 2. Wenn wir nun 2 
und s eliminieren, so finden wir 


2 d 
eas Vee oe OR 
yi-# eee 17?" 

0 0 


Hier wird das erste Integral logarithmisch unendlich— in 
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den beiden Punkten ce, die bei der, durch die Relation zwischen 
2 und 2 bestimmten, conformen Abbildung in die beiden Punkte 
+i tibergehen, in denen das zweite Integral logarithmisch 
unendlich wird. 

Beisp. 2. s’=(1—2*) (1—A* 2’); die Kurve hat zwei un- 
endlich ferne Doppelpunkte (einen Selbstbertihrungspunkt) und 
ist deshalb vom Geschlechte 1. Das Parabelbtischel s = 2 (1—e’) 
schneidet die Kurve in vier unendlich fernen Punkten, in den 
beiden festen Punkten (1, 0) und (— 1,0), und in zwei beweg- 
lichen Punkten, bestimmt durch 2 (4°—?)=1—?’. Einem 
i= +4 entspricht = 0.3 = + 1; 

Nehmen wir nun das elliptische Integral erster Art, 

de 
S 
0 
so wird der Anfangswert 2 = 0, s=+1, dem Werte 4= +1 
entsprechen. Wir finden deshalb, da e‘nem Werte von 4 zwei 
Werte von 2 entsprechen, die gleich gross mit entgegengesetzten 
Vorzeichen sind, 
2 ~z 
dz _ dz 
Ss Ss 
0 0 
ein Resultat, das sich leicht direkt aus dem gegebenen Integral 
ableiten Jasst. Grdsseres Interesse hat das Integral, zu dem 
man gelangt, wenn man drei von den Schnittpunkten beweg- 
lich sein lisst, ein Fall, den wir spater betrachten werden. 


NAHERE BESTIMMUNG DER FUNKTION V. 


39. bevor wir zu einer naheren Bestimmung von V tiber- 
gehen, wollen wir einen zur Theorie der Gleichungen gehérenden 
Satz ableiten, der uns spéter von Nutzen sein wird. 

Es sei f(v)=0 eine Gleichung nten Grades mit den wi- 
gleichen Wurzeln «,, 7,...2,, Wabhrend F(x) ein beliebiges Poly- 
nom in « bedeutet. Durch Zerlegung erhalten wir dann die 
Identitat 
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x F(x) 
Ay etha+.. + 2 Gare) 


x; F(x;) 
—xi) f" (a) ’ 


wo die Summation auf alle Wurzeln ausgedehnt wird. Fiir 
a =O erhalt man hieraus 


Hai) _ 4, 
se (3) 


Die Formel zeigt, dass die symmetrische Funktion der Wur- 
zeln immer Null ist, wenn der Grad von F(a#) entweder n—2 
oder eine niedrigere Zahl ist. 

Wir kehren nun zurtick zu unserer Kurve f=0 und dem 
Kurvenbiischel g,+49,=/=0. Wenn wir 2 die Zunahme 
di. erteilen, und den Koordinaten der Schnittpunkte die ent- 
sprechenden Zunahmen dz und ds, so haben wir 


of of or OF 
eh TA 4 es pies A= 
Ps de As as Os Ae files a's as ds + 9, d 0, 
woraus 
Os 
i ee Ae I. 
dz of OF OF of d (4) 
dz Os dz Os 


Nun lassen sich nach der Eliminationstheorie immer solche 
ganze Funktionen A, B, C und DP von s und 2 finden, dass 


identisch 
Af+ BF=Z; Cf+ DF=S, (5) 


wo Z und S Funktionen von z und s sind, im allgemeinen 
vom Grade mn. Die Koefficienten sind Funktionen von 2. 
A und B sind vom Grade m—1 und w—1 in s, mn—-n und 
mn—m in 2; umgekehrt fur C und D. 

Durch Differentiation dieser Gleichungen, und wenn wir 
diejenigen Glieder, die f oder F als Faktor enthalten, fortlassen, 
erhalten wir, giiltig ftir alle Schnittpunkte, 
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a i OF 
she BS = 7'; AL + BE =0; 
2 Os Os 
p OF vv? 
of 4. ried SO: 1 pee 
dz Os Os 
woraus, wenn 
AD—BC= 
A a =Z'D; A a =—Z'C: 
Oz Oz 
FREE I ar pee ays 
Os ds 
oder 
Aw A Of 
bd te ee ) eens 
02 OS 02 OS 
wodurch 
of 
AV, Os 
dz =—,; a di. (6) 


Nun mége die Funktion unter dem Integralzeichen eines 
of 
6s’ 
wo U eine ganze rationale Funktion von s und 2 bedeutet. 
Dann erhalten wir 


zur Kurve gehérenden Integrals bezeichnet werden durch U : 


r_ wos. ¥ 
Ben Aare hi Ae 
wo die Summation auf alle Schnittpunkte ausgedehnt werden 
soll. Nun zeigen jedoch die Gleichungen 


Af=ZD—SB; A F= AS-—- CZ, 


dass ein Wertepaar, welches Z und S zu Null macht, ohne 
zugleich f und F' zu Null zu machen, A zu Null machen muss; 
wir kénnen deshalb, wenn wir voraussetzen, dass S=O und 
Z=0 keine gleichen Wurzeln haben, statt fiir die mn Werte- 
paare zu summieren, die zu den Schnittpunkten gehéren, ebenso 
gut fiir die im’n* Wertepaare summieren, die man erhalt, wenn 
man jede Wurzel von Z=0Q mit jeder Wurzel von S=0O ver- 
bindet. Das fiihren wir aus, indem wir im Zahler jedes Glied 
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fir sich nehmen; ein solches Glied ergiebt, abgesehen von den 


Koefficienten, 
2P §¢ 2p vd 
oF = OT oR 


dieser Ausdruck ist nach dem oben bewiesenen Satze gleich 
Null, wenn einer der Exponenten p und ¢ kleiner ist als mn—1. 
Wir erhalten also V=0, wenn der Zihler des Bruches unter 
dem Summationszeichen vom Grade 2mn— 8 oder von niedrigerem 
Grade ist. 

Ist der Zahler vom Grade 2in—2, so wird die Summe 
gleich dem Verhaltnis der Koefficienten im Zahler und Nenner 
des Gliedes 2-1 sm! 


REDUKTION DER INTEGRALE, 


40. Um das gefundene Resultat anwenden zu kénnen 
wollen wir nun eine kurze Ubersicht geben tiber die Reduktion 
des allgemeinen Integrals auf einfachere Formen; eine ausfiihr- 
liche Behandlung findet sich in: A. Clebsch und P. Gordan, 
Theorie der Abelschen Funktionen, Leipzig 1866. 

Das allgemeine zu f=0 gehodrende Integral lasst sich ohne 
Beschrainkung seiner Allgemeinheit 


schreiben, wo M und N ganze Funktionen von s und ¢ sind. 
Nun kann man, wenn es erforderlich ist mit Hilfe einer ein- 
fachen lineuren Transformation, daftir sorgen, dass der Grad 
von M héchstens um »—3 groésser ist als derjenige von N. 
Man kann namlich fiir s, 2 und dz beziehungsweise 


2 tde—z2dt 
t 


setzen. Dadurch wird der Ausdruck unter dem Integralzeichen 
homogen vom Grade Null in s, 2 und ¢, wahrend die Gleichung 
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f =0 homogene Form annimmt und die Abhingigkeit zwischen 
s z . ® ” Ld 
7 und ~ bestimmt. Das Integral ist deshalb nur abhangig von 
einem dieser Quotienten und bleibt unverandert, wenn man an 
Stelle von ¢ eine beliebige Grésse setzt. Setzen wir 2 + ¢, statt 
#, so wird der Ausdruck vom Grade Null in 2, s und ¢, werden; 
ae 
° 0 
da nun tdz—2zdit vom Grade 2 ist, = vom Grade n—1, so 
s 
wird der Grad von WV um n—3 grdsser als derjenige von JN, 
und diese Beziehung dndert sich, wenn wir nun ¢, = 1 setzen, 
nur in solechen besonderen Fillen, in denen ?¢, Faktor int Zahler 
oder Nenner geworden ist; in diesen Fallen kénnen wir az-+ #4, 
statt ¢ setzen und einen passenden Zahlenwert ftir @ wihlen. 
Die Gleichung f=0 hat eine andere Form durch die Trans- 
formation erhalten, aber die lineare Form dieser bringt es mit 
sich, dass Ordnung, Geschlecht u. s. w. unveréndert sind. 
Wir kénnen also voraussetzen, dass im obenstehenden Inte- 
gral M:N vom Grade n—3 ist; nun giebt es zwei ganze Funk- 
tionen HT und K von der Beschaffenheit, dass 


HN + Kf =Z, 


wo Z, eine ganze Funktion von ¢z allein ist. Multiplicieren 
wir Zaihler und Nenner mit H, und beachten wir, dass wir es 
nur mit Punkten auf der gegebenen Kurve zu thun haben, so 
dass wir f=O setzen kénnen, so erhalten wir fiir die Funktion 
unter dem Integralzeichen den neuen Ausdruck 


HM 


bei dem der Grad des Zahlers um n—3 groésser ist als der- 
jenige des Nenners. Mit Hiilfe der Gleichung f= 0 kénnen 
wir dafiir sorgen, dass s im Zahler nicht mit héheren Expo- 
nenten als »—1 vorkommt, und wenn wir vom Zihler - : 
multipliciert mit einer passenden rationalen Funktion von 2, 
subtrahieren, so kénnen wir das Glied fortschaffen, welches 
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s’—! enthalt. Der vom Bruche subtrahierte Teil ist eine ratio- 
nale Funktion von zg, die durch Integration nur algebraische 
Funktionen und Logarithmen einfiihren kann. 

Wir dividieren nun den Zahler durch Z, und erhalten da- 
durch eine ganze Funktion vom Grade n—3 und einen Rest, 
der in Bezug auf s héchstens vom Grade » — 2 ist, und in Bezug 
auf z von niedrigerem Grade als Z,. Wenn wir die einzelnen 
Glieder des Restes durch Z, dividieren, so erhalten wir als 
Koefficienten zu den Potenzen von s rationale Briiche in z, die 
auf die gewdhnliche Weise zerlegt werden. Hat Z, keine gleich 
grossen Faktoren, so ergiebt die Zerlegung Briiche mit Nennern 
von der Form zg—a. Sind gleich grosse Faktoren vorhanden, 
so erhalt man Brtiche mit Nennern von der Form (z—a). 
Diese lassen sich aus den ersten durch Differentiation mit Bezug 
auf @ bilden, wenn @ als variabler Parameter genommen wird. 

Wir sehen also, dass ausser Integralen von rationalen Funk- 
tionen und Integralen die sich aus anderen durch Differentia- 
tion mit Bezug auf einen Parameter bilden lassen, nur noch 
zwei Arten derselben zu untersuchen tibrig bleiben, néamlich 


*Udz 
i cs 
und i 
ean 
() (peas i 


wo U und QY ganze Funktionen von s und 2 sind, beziehungs- 
weise von den Graden n—3 und n—2. Der Faktor z—a 
kann in besonderen Fallen fortfallen, namlich wenn die Gerade 
=a in die unendlich ferne Gerade tibergegangen ist. Wir 
betrachten die dadurch entstehende Form als unter (6) gehdrig 
ohne sie der friiher angegebenen Transformation zu unterwerfen. 
Da das letzte Integral logarithmisch unendlich in den 
Punkten ist, in denen z2=a die Kurve schneidet, so kann es 
Integrale erster Gattung nur unter den ersten geben; da diese 
wegen des Grades des Zihlers nur existieren kénnen ftirn>3, 
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so giebt es keine Integrale erster Gattung auf Kurven erster 
und zweiter Ordnung. (Vergl. 38). 


ae , : n(n—s 
41. Da U in seiner allgemeinsten Form bs sad 
Koefficienten hat, so lasst sich jedes Integral der angegebenen 
n(n —3) e Pc 
Form aus 3 + 1 speciellen von ihnen durch Multipli- 


kation mit passenden Konstanten und Addition herstellen, je- 
doch miissen die speciellen so gewihlt sein, dass sie linear von 
einander unabhingig sind. Wir wollen nun so viele wie még- 
lich von den speciellen so bilden, dass sie von erster Gattung 
werden. 

Der Bruch unter dem Integralzeichen wird unendlich fiir 
f = 0, d.h.in Doppelpunkten und Spitzen und solchen anderen 


Os 


Punkten, in denen die Tangente senkrecht auf der 2-Axe steht. 


Ist (z,, 8,) ein Punkt der letzten Art, so hat man fir ihn i 0. 


ral 


Os 
In der Nahe des Punktes hat man deshalb, unter a und & die 


c ‘J r2f 
- (6) (6) . . 
Werte von z und es verstanden, wenn man die Koordinaten 
C 


Se 


des Punktes einsetzt, 


O=f (2,8) =a (2—2,) + $b(s—aF + «5 
af 


a, 0 (8 —&) SO) Ey} 


wo nur die Glieder niedrigster Ordnung angeftihrt sind. Die 
erste Gleichung zeigt, dass s—s, dem Ausdruck Vz—z, pro- 
gral ist deshalb in der Nahe eines solchen Punktes proportional 


portional ist, und die zweite, das dasselbe von a gilt. Das Inte- 


oder Vz—z,, halt sich also innerhalb endlicher Grenzen. An- 
ders verhalt es sich mit einem Doppelpunkt; in einem solchen 
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of 


ist sowohl ‘eae 0 als 5 Tn == 0, und die Reihenentwickelung be- 


ginnt mit Gliedern von ae Form 
x Lb (s—s,)*+ 2c(s—s,) (e—z2, +d(e—2z,)’]J+..., 


woraus hervorgeht, dass z—z, und s—s, proportional sind; 
da nun 
of 


Fa Sam 8 eta (22) ch aie 
of 


so sind auch As und 2—z, proportional. Da der Zahler aber 


in der Regel nicht proportional z—z, ist, so wird das Integral 
im allgemeinen in einem Doppelpunkte der Kurve logarithmisch 
unendlich; ist der Doppelpunkt eine Spitze, so zeigt eine ahn- 
liche Untersuchung, dass das Integra] dort algebraisch unend- 
lich wird wie 

A(e—z) ¢+ Bieta fe 


Wird jedoch fiir den betrachteten Punkt der Zihler gleich Null, 
oder mit anderen Worten, geht die Kurve U =O durch den 
Doppelpunkt oder die Spitze, so ist der Zahler in der Nahe 
dieses Punktes dem Ausdruck z—z, proportional, und das Inte- 
gral ist endlich in der Nahe des Punktes. Hieraus ergiebt 
sich, dass die Bedingung dafiir, dass das Integral von erster 
Gattung ist, darin besteht, dass die Kurve U=0 durch alle 
Doppelpunkte und Spitzen der Kurve f=0 geht. Von solchen 


giebt es ass Ey eae) —p, wo p das Geschlecht der Kurve be- 


deutet. Soll ies durch alle diese Punkte gehen, so wird 
die Anzahl der beliebigen Koefficienten reduciert auf 


n oa) ane: (n—1 

Auf einer Kurve vom Geschlechte p giebt es also p von 
einander linear unabhdngige Integrale erster Gattung. 

Wir bestimmen nun, um die fehlenden speciellen Integrale 

zu bilden, die Kurve 17=0 so, dass sie durch alle Spitzen und 

Doppelpunkte, mit Ausnahme eines einzigen geht. Sie ist da- 


7 


n—Q 


ERSTER ABSCHNITT. KAPITEL V. 


9 


io) 


durch zwar nicht vollstandig bestimmt, aber die fehlenden Be- 
stimmungen lassen sich beliebig wihlen. Wir erhalten dadurch 
ein Integral dritter Gattung, das nur in dem einen Doppel- 
punkt unendlich wird. Auf diese Art kénnen wir so viele 
specielle Integrale bilden, als f=0 Doppelpunkte und Spitzen 
hat, und jedes von ihnen wird nur in einem von diesen Punkten 
unendlich. Da diese Integrale in verschiedenen Punkten un- 
endlich sind, so miissen sie linear unabhingig von sich und 
von den p Integralen erster Gattung sein. Hatte man dagegen 
die oben genannten beliebigen Bestimmungen benutzt, um zwei 
in demselben Doppelpunkte unendliche Integrale zu_bilden, 
so wiirde das eine von diesen sich linear durch das andere 
und durch ein Integral erster Gattung ausdrticken lassen. 

Wenn d+,7r die Anzahl von Doppelpunkten und Spitzen 
bezeichnet, so haben wir jetzt p+ d-+-7 specielle Integrale, und 
diese Zahl stimmt genau tiberein mit der Anzahl von Gliedern 
im Zaihler von (a). 

42. War Q so viel wie méglich reduciert, so war, wie 
wir gezeigt haben, die Anzahl der Glieder »—1, und wir mtissen 
hier deshalb n—1 specielle Integrale bilden. Nun schneidet 
die Gerade 2 -a=0 die Kurve f=0 in nm Punkten. Es lasst 
sich aber immer eine Kurve von der Ordnung n—2 durch n—2 
von diesen Punkten, durch alle Doppelpunkte und Spitzen, und 
ausserdem durch p willktirlich gewahlte Punkte legen. Dadurch. 
bestimmen wir Integrale, die nur unendlich in zwei Punkten 
werden, und wenn wir den einen von diesen fiir alle Integrale 
gemeinschaftlich sein lassen, so erhalten wir eben die n—t 
Integrale, fiir die wir Verwendung haben. Die Zéhler erhalten 
nicht die specielle Form, auf die wir Q reduciert haben, aber 
der Unterschied besteht in Ausdriicken, in denen z—a auf- 
geht, und die deshalb Integrale bestimmen, welche unter (a) 
gehoren. 

Geht die Gerade z—a = 0 durch einen Doppelpunkt, so wird 
die Kurve von der Ordnung n—2, die wir durch die tibrigen 
u—2 Schnittpunkte und durch alle Doppelpunkte und Spitzen 
legen, »—1 Punkte mit der Geraden gemeinsam haben und sie 
deshalb ganz enthalten. Das Integral fillt deshalb in diesem 
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Falle unter die Form (a), so dass man die zu dieser Form 
gehdrenden Integrale dritter Gattung als besondere Fialle der zu (¢) 
gehérigen betrachten kann. Integrale dritter Gattung, die nur 
in zwei getrennten oder zusammenfallenden Punkten unendlich 
werden, heissen wie frither bemerkt Normalintegrale. Die zu- 
sammenfallenden Punkte sind getrennt im Riemannschen Sinne. 

43. Nun wollen wir die friiher ausgefiihrte Umformung 
auf die Integrale (a) anwenden. 

Dadurch erhalten wir 


Hier sind in dem ersten Integral U, dz und A beziehungsweise 
Os 


von den Graden n—3, 1 und n—1, der Ausdruck unter dem 
Integralzeichen also vom Grade —1. Dasselbe muss dann vom 
Ausdruck unter dem anderen Integralzeichen gelten, und da d?. 
nach dem Ausdruck ftir /’ vom Grade Null ist, so muss der 
Zahler des Bruches vom Grade 2mnu—93 sein; aber diesen Fall 
haben wir eben untersucht und V=O gefunden. Wir mtissen 
jedoch im Auge behalten, dass nach unserer Voraussetzung 
S=0O und Z=0 keine gleichen Wurzeln haben, dass also das 
Kurvenbtischel /’=0O keinen Grundpunkt in einem Doppelpunkt 
oder einer Spitze hat. Diese Bedingung kénnen wir indessen 
fortfallen lassen, wenn das Integral in einem solchen Grund- 
punkt nicht unendlich ist, denn der Fall lasst sich dann als 
Grenzfall betrachten. Folglich: 

Fiir alle unter (a) gehdrenden Integrale ist die Abelsche 
Integralsumme Null, vorausgesetet, dass die bewegliche Kurve 
keinen festen Punkt in einem Doppelpunkte oder in einer Spitze 
hat, in dem das gegebene Integral unendlich wird. 

Wir wollen z. B. f=0 die Gleichung des Blattes von Des- 
cartes sein lassen. Da die Kurve von dritter Ordnung ist, so 
ist U konstant. Die bewegliche Kurve ist eine Gerade, und so 
lange diese in zwei oder drei beweglichen Punkten schneidet, 


ist die Integralsumme Null. Das ist dagegen nicht der Fall, 
7* 
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wenn die Gerade durch den Doppelpunkt der Kurve geht und 
auf die Weise nur einen beweglichen Schnittpunkt liefert. 
Fiir die Integrale (p) erhalten wir 


A9,Q 
ie Dest, VASE 


wo die Summation sich auf die m’n’ Wertepaare von 2 und s 
erstreckt. Der Zaihler, der vom Grade 2mn—2 ist, wird in 
Teile zerlegt, von denen der erste durch z—a teilbar ist, wah- 
rend der andere z nicht enthilt. Der erste Teil liefert Brtiche 
von der bei den Integralen (a) behandelten Form; der andere 
ist eine ganze Funktion von s, von der man voraussetzen darf, 
dass sie, da alle Werte von s der Gleichung S=0O gentigen, 
vom Grade mn—1 ist. Bezeichnen wir sie durch S,, so haben wir 


; 1 S 
v= Jean" Pi, 


Wenn wir auch hier voraussetzen, das die Gleichungen 
Z=0 und S=0O keine gleichen Wurzeln haben, und unter 7, 
den Wert von Z fiir z2=a verstehen, so ist 


= 4 IUDs dae 
(e—a)Z'’ Z, 
nes ; 
Im Bruche gy’ sind sowohl Zihler wie Nenner vom Grade 
mn—1, Der Wert Ey , ist deshalb gleich dem Verhiiltnis der 


Koefficienten von s””—! in S, und S’. Wird dieses Verhaltnis 
durch —w(A) bezeichnet, so ist 
w (2) 
Za 

Ist die Gerade =a unendlich fern gertickt, so dass der 
Faktor z—a im Nenner fehlt, so lasst der Zihler sich nicht wie 
oben zerlegen. Die Summe wird dann gleich dem Verhiltnis 
zwischen den Koefficienten von (zs)”"—! im Zahler und Nenner 
des Bruches. 

Z, ist vom Grade n in 2, denn Z, =0 bestimmt die Werte 
von 4, die den m Punkten entsprechen, in denen f = 0 von 


V= 
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2 =a geschnitten wird. w(/) muss eine ganze Funktion wer- 
den; allerdings muss der Koefficient von s””-! in S’ oder von 
s”™” in S, wenn er gleich Null gesetzt wird, die Werte von 2 
bestimmen, die den unendlich fernen Schnittpunkten entsprechen, 
und deshalb vom Grade m» in 2 sein, aber er muss als Faktor 
in dem entsprechenden Koefficienten des Zahlers vorkommen, 
da die Form, die wir dem Integral gegeben haben, bewirkt, 
dass es in den unendlich fernen Punkten nicht unendlich wer- 
den kann. Wir kénnen naémlich annehmen, das s und zg in 
einem solchen Punkt unendlich von derselben Ordnung werden 
(etwas, das sich jedenfalls durch eine Drehung des Koordinaten- 
systemes erreichen lasst); setzen wir dann 


so werden sowohl Zahler wie Nenner fiir unendlich kleine w 
unendlich klein von der Ordnung »—-1; der Bruch wird also 
endlich. 

Wir haben gesehen, das alle Integrale (8), abgesehen von 
solchen Teilen, die unter die Integrale (a) gehéren, sich linear 
aus m—1 speciellen Integralen zusammensetzen lassen. Da 
diese alle in den Doppelpunkten und Spitzen der Kurve end- 
lich bleiben, so gelten die gefundenen Resultate auch, wenn 
/'=0Grundpunkte in einem oder mehreren von diesen Punkten 
erhalt. 

Fur ein Normalintegral muss der Bruch V sich so verktirzen 
lassen, dass der Nenner vom zweiten Grade wird und S die 
in (2) angegebene Form annimmt. 

Beisp. Wir wollen eine Kurve dritter Ordnung ohne 
Doppelpunkt nehmen, z. B. 


s = 2(1—z) (1—2z). 
Sie ist vom Geschlecht 1 und hat deshalb nur ein Integral 


erster Gattung; dieses ist das von Riemann als Normalform fiir 
die elliptischen Integrale eingeftihrte 


Z 
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Die bewegliche Kurve ist eine Gerade; als Ausgangslage 
nehmen wir die unendlich ferne Gerade, welche die Kurve in 
drei zusammenfallenden Punkten schneidet, so dass alle drei 
Kurvenstticke bei g = co beginnen. Adels Satz sagt dann, dass 
die Summe der Werte des Integrals Null wird, wenn es von 
co bis an drei beliebige Punkte auf der Kurve genommen wird, 
wenn nur die drei Punkte auf einer Geraden liegen und die 
Wege solche sind, wie sie durch stetige Bewegung der Geraden 
bestimmt werden. 


KARL EES 
ADDITIONSTHEOREME., 


KURVEN VOM GESCHLECHTE 1. 


44, Auf einer Kurve von der Ordnung » und dem Ge- 
schlecht 1 erhielten wir beim Durchschnitt mit einer verénder- 
lichen Kurve von der Ordnung »—2, die durch die Doppel- 
punkte und Spitzen der festen Kurve und durch eine gewisse 
Anzahl ihrer tibrigen Punkte ging, drei bewegliche Schnittpunkte. 
Diese werden durch eine Gleichung dritten Grades bestimmt, 
die in ihren Koefficienten zwei Parameter enthalt, von denen 
die Lage der beweglichen Kurve abhangig ist. Man kan des- 
halb zwei von den drei Punkten beliebig wihlen, und diese 
bestimmen dann eindeutig den dritten Punkt. 

Wahlen wir die beiden Punkte so, dass sie zusammenfallen, 
so baben wir noch tiber eine Grésse zu disponieren; bestimmen 
wir diese so, dass alle drei Punkte zusammenfallen, so erhalten 
wir eine Lage der beweglichen Kurve, die wir zur Ausgangs- 
lage nehmen wollen; die Integrale auf den drei Kurvenstticken 
erhalten dann dieselbe untere Grenze; wenn diese am Integral- 
zeichen auf gewdhnliche Art als ein Wert von z bezeichnet 
wird, so haben wir zugleich zu beachten, dass diesem ein be- 
stimmter Wert von s entspricht. Wir setzen zugleich voraus, 
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dass die Kurve so von der Ausgangslage in die Endlage tiber- 
geht, wie es durch eine stetige Variation derjenigen Parameter, 
die in der Gleichung enthalten sind, bestimmt wird; diese Varia- 
tion kann jedoch auf unendlich viele Arten vor sich gehen. 
Sind die Lagen der Punkte schliesslich (z,, s,), (Z,,s,) und (¢,, s,), 
so geben wir als obere Grenzen z,, z, und z, an, haben dann 
aber auch hier zu beachten, dass jedem z ein bestimmtes s 
entspricht, oder, was dasselbe ist, dass 2 als ein Punkt der 
Riemannschen z-Flache zu betrachten ist. Auf diese Weise 
wird das Integral eine Funktion der oberen Grenze z;, die wir 
durch wu; = w(z;) bezeichnen wollen. 

Aus Aéels Satz folgt nun ftir ein Integral erster Gattung 


(1) wa)+y@)+y (@,) =0. 


Durch eine verdnderte stetige Variation der Parameter 
konnen zu den einzelnen Gliedern dieser Gleichung Periodicitats- 
moduln hinzukommen, aber das muss immer auf solche Art 
geschehen, dass die Gleichung ihre Giltigkeit behalt, denn in 
unserem Beweise ftir Ade/s Satz erhielten wir ’ =O fiir jede 
Lage von Ff. 

45. Die drei Werte von z werden durch eine Gleichung 
dritten Grades bestimmt; wenn wir in dieser die Koefficienten 
durch die Wurzeln ausdrticken, so erhalten wir drei Gleichungen, 
aus denen wir zwei Parameter eliminiren kénnen; wir erhalten 
dadurch eine Gleichung zwischen z,, z, und z,, die symmetrisch 
ist in Bezug auf diese Gréssen und die unter algebraischer ra- 
tionaler Form die Bedingung daftir ausdrtickt, dass der Gleichung 
(1) gentigt ist. Setzt man in diese Gleichung ftir z, die untere 
Grenze der Integrale ein, so erhalt man die algebraische Rela- 
tion zwischen z, und z,, der gentgt werden muss, damit 


w(z,)=—vy(z,). Wir hatten deshalb unsere transcendente 
Gleichung ebenso gut 
(2) (2) + w(2,) =~) 


schreiben kénnen, aber die algebraische Bedingungsgleichung 
nimmt dann eine andere, in der Regel nicht symmetrische 


Form an. 
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Da nur eine Bedingungsgleichung vorhanden ist, so lassen 
sich 2, und z, unabhangig von einander wihlen und deshalb 
als zwei unabhingig Variable betrachten; 2, wird dann aus der 
Bedingungsgleichung bestimmt, aber diese wird in der Regel 
yon hdherem Grade sein und daher eine mehrdeutige Bestim- 
mung von 2, liefern; will mann eine eindeutige Bestimmung 
haben, so muss man auch die Werte von s benutzen und er- 
halt dann Gleichungen von der Form 


(3) ca if (2) 812) 8); § a fo (213 81929 8) 5 


wo f, und f, rationale Funktionen der vier Koordinaten sind. 

Wie aus (2) hervorgeht, kann man die Summe von zwei 
Funktionen w (und deshalb auch von einer beliebigen Anzahl) 
durch eine Funktion wy mit Hilfe ciner algebraischen Gleichung 
ausdriicken; man sagt, dass Funktionen, die diese Eigenschaft 
besitzen, ein algebraisches Additionstheorem haben. Einige Auto- 
ren sagen dies von den umgekehrten Funktionen; ist 2; = 4 (w), 
so erhilt man 2,=q(v,)=q(u,+4u,). Sie sagen dann, dass 
eine Funktion g(w) ein algebraisches Additionstheorem hat, 
wenn zwischen g(u,), g(u,) und g(v,+v,) eine algebraische 
Gleichung mit konstanten Koefficienten existiert. Ftr unter (6) 
gehorige Integrale zweiter und dritter Gattung auf Kurven vom 
Geschlecht 1 liefert Adels Satz auch ein Additionstheorem, aber | 
hier wird durch Addition der beiden Funktionen das Resultat 
eine Funktion derselben Art, nebst algebraischen und logarith- 
mischen Gliedern; deshalb rechnen wir diese Theoreme nicht 
unter die eigentlichen Additionstheoreme. Hiervon sind jedoch 
solche Normalintegrale ausgenommen, deren beide Unendlich- 
keitspunkte denselben Wert von 2 bestimmen. Fir unter (a) 
gehorige Integrale dritter Gattung erhalten wir keine Additions- 
theoreme; denn da F nicht feste Punkte in allen Doppel- 
punkten haben darf, so lasst sich die Anzahl von beweglichen 
Punkten bis auf drei, von denen zwei beliebig sind, nur in 
dem Falle vermindern, wo die Kurve von dritter Ordnung ist, 
und in diesem Falle existiert kein Integral (a) dritter Gattung. 

Wir wollen nun einige Beispiele betrachten, die sich auf 
Kurven vom Geschlechte 0 und 1 beziehen. 
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Beisp. 1. Die Kurve hat die Gleichung se=1; sie ist vom 
Geschlechte Null, und deshalb giebt es keine Bedingungsglei- 
chung, so dass die beiden beweglichen Punkte beliebig gewahlt 
werden kénnen. Lassen wir s die Funktion unter dem Inte- 
gralzeichen sein, so erhalten wir das Additionstheorem fiir den 
Logarithmus. Das Integral ist hier von dritter Gattung, und seine 
Unendlichkeitspunkte liegen auf der unendlich fernen Geraden. 

Beisp. 2. s(1+ 2’) =1. Die Kurve ist vom Geschlechte Null, 
da sie einen unendlich fernen Doppelpunkt hat. Wir schneiden 
mit der Geraden s=az+ und erhallen 


az + Be +az+p—1=0; 2,2,4+22%,42,2%,= 1. 


Ist die Funktion unter dem Integralzeichen s, so wird sie 
nur unendlich im Doppelpunkte, und wir erhalten, da S=0O 
und Z=0 keine gleichen Wurzeln haben, 


1—z,z, 
w (2,) + w(z,) + w eae 


=i) 

Die Funktion ist etwas verschieden von arc tgz. Um eine 
gvemeinschaftliche untere Grenze fiir die drei Integrale zu er- 
-halten, mtissen wir die Gerade als Tangente in einem Wende- 
punkte beginnen lassen; nun werden die Wendepunkte be- 


stimmt durch 32°=1. Die Funktion ist demnach arctg 2 


Beisp. 3. 2+s°=1. s=az+4. Die Funktion unter dem 


Integralzeichen sei a 


Wir erteilen a einen beliebigen konstanten Wert, jedoch 
nicht +7. Das Integral wird unendlich in den beiden Punkten co; 
diese liegen beide auf der durch 2= oo bestimmten unendlich 
fernen Geraden, und die Integralsumme in Adels Satz ist des- 
halb Null; wir legen die Anfangsgerade durch die Punkte (0, 1) 
und (z,,s,), die Endgerade durch (¢,. s,) und (2,, s,), und das 
eine Integral geht dann von 0 bis z,, das andere von 2, bis 2,; 
das letztere wird in eine Differenz zwischen zwei Integralen, die 
in 0 beginnen, umgeformt, und wir erhalten dann 


are sin 2, + arc sin 2, = arc sin @,. 
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Die Bedingungsgleichung erhilt man nun, wenn man den 
Parallelismus der beiden Geraden beriicksichtigt; wir erhalten, 
da die erste Gerade durch 2=1 bestimmt wird, 


A 


~s 


$ =>—,3 a= -— 


oe —2a. ler ine 
oe bu ae ae ee 2,—2, 


hieraus ergiebt sich nach ecinigen Reduktionen mit Hiilfe der 
Gleichung des Kreises: 
2,= 2,8, +5, 2,3 5, = 8,8, 2, 2, 


8 hey 
und diese Gleichungen stimmen, wenn 
2, = SiN U,} S$, = COS U,; $, = COS ¥,, U.S. W. 
zu den aus der Trigonometrie her bekannten Formeln. Bilden 
wir die quadratische Gleichung in 2, zo erhalten wir 
(1+ ¢’)z,=—2a; (1+a’) (2, +2)=—2ai; 
2 = ag 
(1+ ’)z2,2,=—1, 
woraus durch Elimination von @ und 2 
Agee; t+elt+e}te}—Qe2,—Qe,2,—2zi 2) =0, 
und auf analoge Weise 


sits, +s}—2s5,5,=1; 


23 


diese Gleichungen driicken bekannte Relationen aus zwischen 
den Sinus und Cosinus von drei Winkeln, von denen der eine 
gleich der Summe der beiden anderen. 


Beisp.4. s=(1—2#)(1—F# 2); s=1+ az+ bz’. 


Die zweite Kurve ist von zweiter Ordnung und so bestimmt, 
dass sie durch beide Doppelpunkte der ersten geht (sie in 
dem unendlich fernen Selbstbertihrungspunkt beriihrt), sowie 
durch den Punkt (0,1); die beiden Kurven haben deshalb drei 
bewegliche Schnittpunkte; diese fallen fiir a=0, 2b= —(1+2’) 
simtlich in den Punkt (0,1), welcher Anfangspunkt fiir das zu 
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der festen Kurve gehérige elliptische Integral erster Art ist. Wir 


erhalten 
(P—k)242abe+(74+9b4+1+K)24+2a=0. 


Driickt man die Koefficienten durch die Wurzeln aus und 
eliminiert a und 4, so erhalt man 


henge 2k eg. 2) 2. (2 


6 +23—2)+ 423252, iz2'+e2+e! 
-—2ei2,— ei 2! ype =O) 


Die eindeutigen Ausdriicke ftir z,und s, mittels der Koordi- 
naten der beiden anderen Punkte kénnen, da Relationen zwischen 
diesen existieren, verschiedene Formen erhalten; die gewéhn- 
lich angewandte Form lasst sich auf folgende Weise finden. 

Wenn man die Koordinaten der beiden Punkte in beide 


Gleichungen einsetzt, so erhalt man 

—8,2,=(2,—2,) (1 — bz,2,); 218, —s°2, =(2;—2,) (1-—h*z{21); 
da bz, 2,2,=2,+2,+2,, 

so folgt hieraus 


Dees Lone oa z ; 
* 1—bz,2, (¢,—2,)(1—bz,2,)  1—k’ ete 


Bestimmt man auf Ahnliche Weise s,, und benutzt man 
die Formel von Seite 90, so findet man 


rt “22 t23 
dz dz dz 
Zh \aem \aee 
vo © 0 
wenn 
8, + 2,8, | Sai Se 


as a 2 
Nene, 2S ea oe 


Beisp. 5. y= 4A2’—g,2e—g, s=aze+d. 


Die unendlich ferne Gerade schneidet die Kurve in drei 
zusammenfallenden Punkten und kann deshalb als Ausgangs- 
gerade benutzt werden. 
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Weierstrass hat 


als Normalform fiir das elliptische Integral erster Art eingeftihrt. 
Man erhalt 


42 —a’z’—(g, + 2ab)e—(g, + 6’) =0. 


Durch Elimination von @ und ¢ wird die symmetrische 
Gleichung zwischen 2,, z, und 2, gebildet. Einen eindeutigen 
Ausdruck fiir 2, erhalt man aus 


2,+2,+2,= 4a, und a= +—, 
; ®, &, 
Man hat also 
u,tu,+u,=9, 


wenn 


Es ist wohl zu beachten, dass die bei Kurven vom Ge- 
schlechte 1 zwischen den Koordinaten der drei Punkte gebil- 
deten Gleichungen nicht von den auf der Kurve genommenen 
Integralen abhingig sind. Ein Additionstheorem, das ftir ein 
Integral von erster Art gefunden ist, wird deshalb ebensowohl 
fiir Integrale von zweiter und dritter Art gelten, wenn gewisse 
algebraische und logarithmische Glieder hinzugefiigt werden. 


Beisp.6. (s+ 2) =2a'(?—s); 9+ 2=1(s +2). 


Die Kurve ist vom Geschlechte Null. Der Kreis ist durch 
die drei Doppelpunkte gelegt und bertihrt in dem einen Punkte 
(0,0). Man findet 

Qvi(2a4e) _ Iah(Qar—2) 


risen 


s=— |r 
cae La’ po 


Alle Integrale auf der Kurve werden algebraisch durch 
diese Ausdriicke und durch Logarithmen ausgedriickt. 
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KURVEN VON HOHEREM GESCHLECHT, 


46. Wenn wir Aéels Theorem auf Integrale erster Gattung, 
die zu Kurven vom Geschlechte p gehdren, anwenden, so er- 
halten wir eine Summe von p-+1 Integralen, die gleich Null 
ist. Die Gleichung Z=O (oder die Gleichung S=0) wird auf 
eine Gleichung vom Grade p+ 1 reduciert, aber da die Koeffi- 
cienten dieser Gleichung nur einen Parameter enthalten, so 
ko6nnen wir nur einen von den p+1 Punkten beliebig wihlen; 
ist dieser gewahlt, so ist der Parameter, und damit die p 
ubrigen Punkte, bestimmt. Nehmen wir die Gleichung von 
hodherem Grade, indem wir mehrere von den Schnittpunkten 
unbestimmt sein lassen, so haben wir tiber eine gréssere Zahl 
von Parametern zu disponieren, aber in allen Fallen werden p 
Punkte durch die tbrigen bestimmt werden. So kénnen wir 
fiir Kurven vom Geschlechte 2 allerdings eine Gleichung in z 
vom dritten Grade erhalten, aber in ihren Koefficienten kommt 
nur eim Parameter vor, so dass zwei von den beweglichen 
Schnittpunkten bestimmt sind, wenn der dritte beliebig ge- 
wahlt ist. 

Bei Kurven vom Geschlechte Null (unikursalen Kurven) 
erhielten wir Gleichungen ersten Grades, so dass die Koordi- 
naten des beweglichen Punktes rational durch einen Parameter 
ausgedrtickt wurden; dabei haben wir drei Gleichungen von 
der Form 


(4) s=f,(); 2=f,); *=f,(@8), 


wo f,, f, und f, rationale Funktionen bedeuten. Lassen wir 7 
die Punkte auf einer Geraden darstellen, so erhalten wir da- 
durch eine ein-eindeutige Verbindung zwischen den Punkten 
der unikursalen Kurve und der Geraden. Wenn ? die Gerade 
von -—co bis + co durchlauft, so durchlauft (z, s) die Kurve 
einmal; zwei Zweige durch einen Doppelpunkt werden jeder 
fiir sich beschrieben; der Doppelpunkt wird deshalb am besten 
so aufgefasst, als ob er aus zwei verschiedenen Punkten zu- 
sammengesetzt wiire, von denen jeder einem besonderen Punkte 
der Geraden entspricht. Hieraus folgt, dass f, fiir einen Doppel- 
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punkt unbestimmte Form annehmen muss. Beisp. 6 kann dazu 
dienen diese Bemerkungen zu illustrieren. 

Bei Kurven vom Geschlechte 1 erhielten wir Gleichungen 
zweiten Grades fiir die Bestimmung der méglichst kleinen An- 
zahl beweglicher Schnittpunkte; hier wird deshalb jeder Wert 
von 2 ein Punktepaar bestimmen; die beiden Punkte eines 
Paares fallen zusammen fiir diejenigen Werte von 4, die der 
quadratischen Gleichung gleiche Wurzeln verleihen, und die 
diejenigen Kurven des Bitischels bestimmen, welche f=0_ be- 
riihren. Die Gleichung 4=/, wird wie friher rational mit un- 
bestimmter Form fiir die Doppelpunkte und die tibrigen Grund- 
punkte des Btischels, wiihrend f, und f/f, eine Quadratwurzel 
enthalten, die in beiden mit demselben Werte zu nehmen ist. 

Man kann indessen auch hier die Koordinaten der Kurven- 
punkte eindeutig durch einen Parameter ausdrticken; die Ab- 
hangigkeit wird dann aber nicht algebraisch. inem Punkte 
der Geraden entspricht ei Punkt der Kurve, aber einem Punkte 
der Kurve entsprechen unendlich viele Punkte der Geraden. 
Zu diesem Resullat gelangen wir, wenn riw das zur Kurve 
vehdrende Integral erster Gatlung benutzen. Dieses, frtiher von 
uns mit uw bezeichnet, besitzt zwei Periodicitatsmoduln, die bei 
der konformen Abbildung auf der w-Ebene ein Periodenparal- 
lelogramm bestimmen; da alle Periodenparallelogramme die 
u-Ebene einmal decken, so wird zg eine in der ganzen Ebene 
eindeutige doppelperiodische Funktion von u, die wir mit 2(w) 
bezeichnen wollen. Auf ahnliche Weise sieht man, das dasselbe 
fiir s gilt; wir haben also 


(5) 2=2(u); s=s(u), 


woraus sich, wenn w jetzt zum Parameter genommen wird, 
eindeutige Ausdriicke fiir 2 und s ergeben. Da wu durch z und 
s jedoch nur abgesehen von Periodicitétsmoduln bestimmt ist, so 
entsprechen einem Punkte der Kurve unendlich viele Punkte 
der von w durchlaufenen Geraden. 

Als Beispiel kénnen wir die Kurve 


= 42 — I,2—9; 
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betrachten, bei der wir haben: 
Bl Ope wih C4 

47. Ist die Kurve vom Geschlecht 2, so kénnen wir eine 
Gleichung dritten Grades bilden, deren Koefficienten nur einen 
Parameter enthalten; lassen wir diesen eine Gerade durchlaufen, 
so entspricht jedem Punkte der Geraden ein Punkttripel auf 
der Kurve, wahrend einem Punkte auf der Kurve nur ein Punkt 
auf der Geraden entspricht. Wir kénnen einen Punkt eines 
Tripels beliebig wahlen, dadurch sind dann aber die beiden 
anderen Punkte bestimmt; wir kénnen auch mehrere von den 
Schnittpunkten beweglich sein lassen, aber in allen Fallen wer- 
den zwei von den Punkten von den tibrigen bestimmt werden 
die Bestimmung geschieht durch zwei algebraische Gleichungen, 
die wir erhalten, wenn wir die Koefficienten der Gleichung 
durch die Wurzeln ausdrticken und die Parameter eliminieren. 
Die Bestimmung kann jedoch auch durch zwei transcendente 
Gleichungen erfolgen, die wir erhalten, wenn wir Adels Satz 
auf die beiden zur Kurve gehdrigen Integrale erster Gattung an- 
wenden. Wir wollen beispielsweise annehmen, wir hiitten eine 
Kurve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt. Der beweg- 
liche Kegelschnitt geht durch diesen und schneidet die Kurve 
in 6 anderen Punkten; einen von diesen legen wir fest und 
gvewinnen dadurch eine Grosse, tiber die wir disponieren kénnen. 
Von den tibrigen kénnen wir drei beliebig wahlen; wir lassen 
sie in einen Punkt zusammenfallen, tiber den wir auch nach 
Belieben disponieren kénnen; wir kénnen dann derartig tiber 
die zwei tibrigen Punkte disponieren, dass sie mit den oben- 
genannten drei musammenfallen. Dadurch erhalten wir einen 
cvemeinsamen Ausgangspunkt fiir die fiinf beweglichen Schnitt- 
punkte, und nehmen diesen als gemeinsame untere Grenze ftir 
die Integrale. Bezeichnen wir diese als Funktionen der oberen 
Grenze, indem wir wie gewohnlich die den Koordinaten 2 ent- 
sprechenden Werte von s mit einbegreifen, so erhalten wir 
zwei Gleichungen von der Form 


(6) w(2,) + w,(2,)-+ vl) + wz) + 4€. 
| w(z,) + u,(z,) + w,(2,) + u(2,) + w,(2 


5) 
2,)= 
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bei denen zwischen den 5 Werten von 2 zwei algebraische 
Bedingungsgleichungen existieren. Diese kénnen durch Glei- 
chungen ersetzt werden, welche 2,+2,, 2,2,, §+8, und s,s, 
rational durch die Koordinaten der drei tibrigen Punkte aus- 
driicken. 

Auf diese Weise haben wir eine Art von Additionstheorem, 
da eine Summe von drei oder mehr Funktionen w sich auf die 
negative Summe zweier solche Funktionen mit Hilfe der al- 
gebraischen Gleichungen reducieren lisst; wie friher schon 
angegeben rechnen wir jedoch diese Theoreme nicht unter die 
eigentlichen Additionstheoreme. Einer Funktion w entspricht 
nimlich keine eindeutige umgekehrte Funktion, denn Jacoby 
hat gezeigt, dass man fiir eine Funktion mit mehr als zwei 
Periodicitittsmoduln die Wege so wahlen kann, dass man 
einen gegebenen Wert von w ftir einen beliebigen Wert von 
2 erhalt. 

Ist das Geschlecht 2, so giebt es 4 Periodicitaitsmoduln, 
und ein Blatt der Riemannschen z-Flache wird auf der u-Ebene 
als eine achtseitige Figur abgebildet, deren Seiten paarweise 
parallel und gleich sind; figt man nun die Bilder der tibrigen 
Blatter als kongruente achtseitige Figuren hierzu, so wird die 
u-Ebene unendlich viele Male tiberdeckt. In besonderen Fallen 
kann die u-Ebene jedoch eine endliche Anzahl Male tiberdeckt 
werden, naimlich wenn die umgekehrte Funktion eine algebraische 
Funktion einer doppelperiodischen Funktion ist. Angenommen, 
es sei z. B. 


z 


dz 


 \W A — FAP) 


wo 


. 
ef 


hier sind 6 Verzweigungspunkte, und wir haben frtiher gezeigt, 
dass wir in diesem Falle 4 Querschnitte nédtig haben, um die 
Flache einmal zusammenhangend zu machen, so dass scheinbar 
4 Periodicitatsmoduln da sind. Durch die Substitution 2? = » 
finden wir indessen, dass 2* eine doppelperiodische Funktion von 
u ist. Die achtseitige Figur besteht deshalb aus zwei kongru- 
enten Parallelogrammen, die sich decken. 
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Die fiir Kurven vom Geschlechte 2 angestellten Betracht- 
ungen lassen sich leicht auf Kurven von héherem Geschlecht 
ubertragen. 

48. Nachdem wir eine Klasse von Ade/schen Funktionen 
gefunden haben, die Additionstheoreme besiteen, erhebt sich 
naturgemadss die Frage, ob es nicht andere Transcendenten 
giebt, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Wir wollen des- 
halb annehmen, wir besassen eine solche Transcendente w, 
und wollen sie genauer untersuchen. 

Wir setzen also voraus, dass 


(7) u(e,) + wl) + vl) =0, 


wenn zwischen 2, 2, und 2, eine algebraische Gleichung g = 0 
existiert. 

Nehmen wir z, und 2, als unabhangige Variable so er- 
halten wir 
a ; NOR 
= 0; y (2,)"+ y (2,) = 0. 


02, Cz, 


SES) 


(8) w'(z,) + v'(,) 


Aus y =O ergeben sich die partiellen Differentialquotienten 
von 2, als algebraische Funktionen von 2, und 2,; diese werden 
in die Gleichung (8) eingesetzt, und wir finden, dass das Ver- 
haltnis zwischen w’(z,) und y’(z,) eine algebraische Funktion 
von z, und z, ist. Dass kan jedoch, da 2, und 2, von ein- 
ander unabhiangig ‘sind, nur stattfinden, wenn w’(z) eine al- 
gebraische Funktion von ¢z ist. Also: 

Hat die Funktion w ein Additionstheorem, so muss sie ein 
Abelsches Integral sein. — 

49. Die Gleichungen 


bringen eine bemerkenswerte Eigenschaft der Funktion 2, zur 

Anschauung, namlich die, dass das Verhallnis zwischen ihren 

partiellen Abgeleiteten gleich dem Verhaltnis zwischen zwei 

Funktionen ist, die jede nur die eine Variable enthalten. Hat 

man andererseits eine Funktion mit den durch die Gleichungen 
8 
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(9) und (8) ausgedriickten Kigenschaften gefunden, so muss 
diese zu einem Additionstheorem ftihren, da man von den 
beiden Gleichungen (8) durch Integration zu (7) gelangt. So 
giebt die Gleichung 2,+2,+2,=2,2,2, die wir um die Elimi- 
nation von 2, zu vermeiden, unter der Form 


schreiben wollen, durch Differentiation mit Bezug auf z,: 


02, | nt! 
ace Be; ti Dano shies 
mithin 
w'(z) = page a w = arc tg. 


50. Betrachten wir z, als einen Parameter, 2, und 2, als 
rechtwinkelige Koordinaten, so reprasentiert die algebraische 
Gleichung »=0 ein Kurvensystem. Wir wollen dessen Enve- 
loppe suchen; denken wir uns die Gleichung mit Bezug auf 2, 
gelést, so haben wir zu setzen 


$= cound a = oo oder th’ (2,) == 005 (2) = co. 


2 


x 


‘ 
c 
( 


em 


Diese Gleichungen bestimmen nur konstante Werte der 
Koordinaten, so dass die Enveloppe zusammengesetzt sein muss 
aus Geraden, die den Axen parallel sind. So wird die frither 
gefundene Gleichung 


si +s3+s83;—23,3,8,=1 


mit der angefiihrten Auffassung (S. 106) einem System von 
Kegelschnitten angehéren, dessen Enveloppe aus den vier Ge- 
raden s,=-+1 und s,=-+-1 zusammengesetzt ist. Dass wir 
hier die Gleichung zwischen den Koordinaten s benutzt haben, 
ist nattirlich gleichgiltig. 

Wir sehen also, dass die Aufgabe von der Bestimmung 
der Additionstheoreme sich auch (etwas allgemeiner) unter der 
folgenden bemerkenswerten Form stellen lasst: 
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Alle diejenigen algebraischen Kurvensysteme zu bestimmen, 
deren Enveloppe aus Geraden, die den Axen parallel sind, zu- 
sammengesetzt ist. 

Wenn wir 2, als konstant betrachten, so erhalten wir eine 
Relation zwischen z, und z,, die durch die algebraische Diffe- 
rentialgleichung 


(10) w' (e,)dz, + w'(z))dz,=0 


bestimmt wird; diese Gleichung lasst sich direkt unter trans- 
cendenter Form integrieren, sie hat aber auch das algebraische 
Integral p=0. Die Gleichung muss deshalb auch einen nicht 
konstanten algebraischen Integrationsfaktor besitzen. 

Wir wollen umgekehrt annehmen, dass eine solche Diffe- 
rentialgleichung mit den Integralen 


y (2,) a » (z,) a C und CALA) aC 


gegeben sei, wo f algebraisch ist. Dann hat man wie bekannt 
identisch ‘ 


(11) w(z,) + w(2,) = 6 (F(2,,2,), 


wo g eine unbekannte Funktion bedeutet. Das algebraische 
Integral lasst sich auf unendlich viele Arten schreiben, da 
wir fiir ¢ eine Funktion von e setzen kénnen; wir wollen an- 
nehmen, wir hatten eine solche Form gewahlt, dass f zu 2, 
wird, wenn wir ftir zg, einen Wert einsetzen, der w(z,) zu Null 
macht; wir erhalten dann, wenn dieser Wert in (11) eingesetzt 
wird, identisch 


und deshalb 

w(z,) + w(z,) = (ze), wenn z,=/(z,,2,), 
wodurch das Additionstheorem der Funktion ausgedrickt wird. 
Dadurch erhalten wir fiir die Aufgabe die neue Form: 

Alle die algebraischen Differentialgleichungen von der Form 
(10) zu finden, die ein allgemeines algebraisches Integral be- 
sitzen, wihrend die Glied fiir Glied vorgenommene Integration 
Transcendenten liefert. 

Das Additionstheorem ftir das erste elliptische Integral ist 
zuerst auf diesem Wege von Kuler gefunden worden. 

S* 
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52. Wirhaben gesehen, das diejenigen Funktionen, welche 
Additionstheoreme besitzen, Adelsche Integrale sind, und als 
solche mtissen sie zu gewissen Kurven gehéren. Mit Hiilfe 
dieser erhalten wir eine naihere Bestimmung der Funktionen, 
wenn wir Riicksicht nehmen auf beide Koordinaten und auf 
die durchlaufenen Wege. Dadurch werden wir dahin gebracht, 
unsere Aufgabe etwas zu begrenzen. 

Setzen wir 

z= 7(%), 


wo ¢ eine algebraische Funktion bedeutet, und 
wq (x) = (2), 


so geht eine algebraische Gleichung zwischen 2,, 2, und 2, tiber 
in eine solehe zwischen v,, 7, und x, und das Additionstheorem 
fiir w geht tiber in ein Additionstheorem fiir 6. War nun das 
erste Additionstheorem aus Abels Satz abgeleitet, so bestimmen 
zwei Punkte (2, s) eindeutig den dritten; das gilt jedoch nicht 
allgemein fiir die Punkte (x, s). Um diese algebraischen Trans- 
formationen eines gegebenen Additionstheorems auszuschliessen, 
wollen wir deshalb die Forderung stellen, dass die Bestimmung 
des dritten Punktes durch die beiden anderen eindeutig sein 
soll, so dass wir haben 


(12) &, re r (2, 5) Ry 8.) 5 8, ioe ACE 5, Qos ay 


wo f, und f, rationale Funktionen bedeuten. Die Additions- 
gleichung denken wir uns hier unter der Form 

(13) U, + U,=U,} 

wir kénnen dann nicht, wie es bei Benutzung der symmetrischen 
Form méglich war, die Koordinaten der drei Punkte in den 
Gleichungen (12) vertauschen, aber aus diesen kénnen wir die 
Gleichungen 

(14) z, r= f(s Sy &,s 8.) 5, = hi (2,, Sys & 49 s,) 


ableiten, wo f, und f, rationale Funktionen sind und z, und s, 
mit z, und s, vertauscht werden kénnen. 

Die Gleichungen (12) kénnen wir als Transformations- 
gleichungen betrachten, welche die Kurve in sich selbst tiber- 
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fihren, und zwar auf unendlich viele Arten; halten wir nim- 
lich den Kurvenpunkt (z,, s,) fest, so transformieren die Glei- 
chungen jeden Kurvenpunkt (z,, s,) in einen anderen (z,, s,). 
Variiert der feste Punkt, so erhalten wir neue Transformationen, 
oder, wie es ausgedrtickt wird, die Kurve kann in sich selbst 
ubergeftihrt werden durch eine Schaar von rationalen und ein- 
deutig umkehrbaren Transformationen. Der feste Punkt, der 
ja nur eime variable Grosse darstellt, spielt dadurch die Rolle 
eines Parameters. Flr diesen lasst sich eine Bezeichnung « 
einftihren, aber « wird dann in der Regel nicht rational in 
die Transformationsgleichungen eintreten. 

Alle Transformationen bilden eine Gruppe; angenommen 
namilich, wir transformierten mit dem Punkte 1 (die Bezeichnung 
erklirt sich leicht) als Parameter 2 in 3, und dann mit 5 als 
Parameter 3 in 4; dann haben wir, wenn wir der Ktirze wegen 
die Bezeichnung w; fiir das Integral mit der oberen Grenze 
im Punkte (z;, s;) benutzen, 


U,+U,=U,; Ue +Uu,= 1, 
woraus 


utu,tu,=u,, oder u,+u,=4, 


wenn uw, die Summe von wu, und wu, bezeichnet. Wir haben 
also die beiden auf einander folgenden Transformationen durch 
eine derselben Art ersetzt, und diese Eigenschaft der Trans- 
formationen wollen wir eben bezeichnen, wenn wir sagen, dass 
sie eine Gruppe bilden. 

Bei den obengenannten Gleichungen mtissen wir festhalten, 
dass die Additionen und Subtraktionen mit Hutlfe der Trans- 
formationsgleichungen (12) und (14) ausgefiihrt werden, also 
eindeutige Operationen sind. Ist die Kurve vom Geschlecht 1, 
so kénnen wir die Buchstaben u die Werte der entsprechenden 
Integrale bezeichnen lassen, da ein solcher Wert den Endpunkt 
eines Integrals eindeutig bestimmt; anders aber verhalt es sich 
mit Kurven vom héherem Geschlecht, bei denen einem ge- 
gebenen Werte von uw unendlich viele Werte von (2, s) ent- 
sprechen. - 

Wahlen wir den gemeinsamen Anfangspunkt der Integrale 


118 ERSTER ABSCHNITT. KAPITEL VI. 


zum Parameterpunkt, so erhalten wir u,=0, also u,=w,, So 
dass alle Punkte bei der Transformation unverdndert bleiben. 
Eine solche Transformation nennen wir identisch, und den ent- 
sprechenden Wert von a kénnen wir gleich Null setzen. Fiir 
einen unendlich kleinen Wert von a haben wir dann das, was 
Lie die unendlich kleine Transformation der Gruppe nennt; 
diese verlegt auf Grund der Stetigkeit alle Punkte der Kurve un- 
endlich wenig. 

Eine Transformation ist vollkommen bestimmt, wenn wir 
wissen, dass sie einen gegebenen Punkt an einen anderen ge- 
gebenen Punkt verlegt, denn die beiden Punkte bestimmen den 
Parameterpunkt und dadurch die Transformation eindeutig. 

53. Es sei z=a die gemeinsame untere Grenze fiir die 
Integrale; die Gleichung (13) kénnen wir dann unter der Form 


\w (2) dz =\ w’' (2) dz 


Ca e 21 


schreiben; diese Gleichung muss also gelten, wenn die Koordi- 
naten der Grenzpunkte die Bedingungen (12) erftillen. Nun 
wollen wir, indem wir z, und s, als Konstanten auffassen, die 
Substitution z= /f, auf das erste Integral anwenden; dieses geht 
dann uber in ein neues Integral mit den Grenzen z, und z,, 
denn einem z,=2z, entspricht z,= a ((13)). Der Ausdruck unter 
dem Integralzeichen geht, wenn wir die Bezeichnung z fiir die 
Variable beibehalten, tiber in ein gewisses Differential 0(2)dz; 
dann haben wir 


23 


Wize dz =\0(e)dz, 


21 


eine Gleichung, die, da die Grenzen beliebige Gréssen sind, 
verlangt, dass 9= yw’. 

Wir sehen also: 

Wenn eine Funktion ein Additionstheorem hat, so wird ihr 
Differential durch eine Schaar algebraischer Transformationen 
nicht verdndert. 
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So erhalten wir, fiir 


dz xr—a 
5 und 2 =>———., 
1+2 1+ 2a 
1+ a)\dx (1 +’) (1 +2”) 
eda lda ee a?) 
es a aaailaal eran 
dz dx 
1+2 1427 
ebenso wic 
ee. 
vi-—z# 
geht tiber in 
~t dx - 
View 


durch die Substitution 
2g=aeV1—e+aV1—2. 


54. Nachdem wir nun eine Reihe von Eigenschaften an 
Funktionen mit Additionstheorem kennen gelernt haben, so 
erhebt sich die Frage, welche von diesen Eigenschaften sich 
am besten flr die nahere Bestimmung der Funktionen ver- 
werten lassen. Die verschiedenartigen Additionstheoreme, die 
uns Aéels Theorem fiir Kurven von verschiedenem Geschlecht 
geliefert hat, machen es warscheinlich, dass diese Theoreme 
sich gegenseitig ausschliessen, so dass die eigentlichen Addi- 
tionstheoreme nur bei Kurven vom Geschlechte 0 oder 1 vor- 
kommen. Da ftir diese die umgekehrten Funktionen der Inte- 
gralfunktionen eindeutig sind, wahrend sie ftir Kurven von 
héherem Geschlecht nicht eindeutig sein kénnen, so liegt es 
nahe den Versuch zu machen den Beweis dadurch durchzu- 
fiihren, dass man zeigt, dass eben die Existenz eines Additions- 
theorems die Eindeutigkeit der umgekehrten Funktionen mit 
sich ftihrt. In der That ist es auf diesem Wege Schwarz’), 
von den eindeutigen Kurventransformationen ausgehend, ge- 
lungen zu beweisen, dass es in Wircklichkeit keine Additions- 


1) Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 87, S. 139; Ab- 
handlungen 2, 5. 285. 
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theoreme in der im Vorhergehenden angenommenen Bedeutung 
fiir Kurven von héherem Geschlechte als 1 giebt. Obgleich wir 
in unserer Entwickelung alles so zurecht gelegt haben, dass 
der Beweis sich sehr leicht fiihren lasst, so mtissen wir ihn 
doch vorlaiufig tibergehen, da er Bekanntschaft voraussetzt mit 
unendlichen Reihen und Fortsetzung der Funktionen, die erst 
in den folgenden Kapiteln behandelt werden sollen. 


RAP CERI VL 
UNENDLICHE REIHEN UND PRODUKTE. 


REIHEN MIT POSITIVEN GLIEDERN, 


55. Fiir Reihen mit positiven Gliedern 
oy 
aml, 


sind wie bekannt lim w,—=0O, und, wenn die Glieder von einer 
gewissen Stelle an abnehmen, lim nu, = 0 notwendige, aber 
nicht ausreichende Konvergenzbedingungen.') Von _ vollstén- 
digeren Kriterien giebt es eine Menge, aber fiir nahezu alle 
von ihnen gilt, dass sie sich ergeben, wenn man die Reihe, die 
untersucht werden soll, mit einer anderen Reihe vergleicht, 
deren Konvergensverhaltnisse man direkt herausgebracht hat. 
Ist eine solche Reihe 2%,, und hat man fiir ein gewisses n 
und alle grésseren n 


Uns Unt By Pa PAN he 


so ist Su konvergent, wenn 2¢ es ist; ist dagegen das erste 
Verhaltnis kleiner als das zweite, so ist Sw divergent, wenn 
2t es ist. 


*) Die Reihe ist konvergent, wenn man fiir ein beliebiges p ein solches 
n finden kann, dass 


lim (yy 4 + Mya to ++ My} p) = 0. 
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Auf diesem Wege sind Cauchy, Duhamel, Bertrand, de 
Morgan und andere zu den gewohnlich angewandten Konver- 
genzkriterien gelangt; der Verfasser hat gezeigt (Tidsskrift for 
Mathematik 1873, S.49), wie sich alle diese auf einem gemein- 
samen Wege ableiten lassen, der ihren inneren Zusammenhang 
deutlich hervortreten lasst. 

Um das zu erreichen, denken wir uns das Verhaltniss 


; A : 1 ‘ 
Uni Un, i einer Reihe nach Potenzen von entwickelt, so 


dass wir haben 


BE ete et 
(1) Una ash n 2 n 
Als Hilfsreihe benutzen wir diejenige, deren allgemeines Glied 
(2) = 
(n—k)" 


ist, wo & eine beliebige ganze, positive, endliche Zahl bedeutet. 

Wie bekannt lasst sich leicht zeigen, dass diese Reihe konver- 

gent ist fir #> 1, divergent fiir »<1. Fir sie erhalt man 
ves h 


: (1 1 ee. Jia “ 
(2) Pee ee DM ol esse nk | eI ME tay te ole 


Bei der Vergleichung der beiden Verhiltnisse kénnen wir 
uns nun damit begntigen, die ersten Glieder. ihrer Reihenent- 
wickelungen zu betrachten, da wir uns 7 so gross denken kénnen, 
dass jedes Glied im Verhaltnis zu dem vorhergehenden ver- 
schwindend ist. 

1) a>1. Wir nehmen u>1, also S¢ konvergent. Das 
erste Verhaltnis ist das gréssere fiir hinreichend grosse 7, also 
Su konvergent. 

a<1. Wir nehmen n»<1. Beide Reihen sind divergent. 
Mithin: 


Ist Un 


a=lim > fe 


Untt 


so ist die Reithe konvergent, wihrend sie fiir a<1 divergent ist. 
(Satz von Cauchy). 
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Man ersieht tibrigens aus dem Beweise, dass ein Grenz- 
wert a nicht zu existieren braucht; es gentigt, dass der Bruch 
von einem gewissen » an immer grdésser ist als eine Zahl a> 1. 
Eine entsprechende Bemerkung gilt fiir die folgenden Kriterien. 

2) a=1; B>1. Wir nehmen 1<u<f.. Die Reihen sind 
konvergent. 

a=1; @<i. Wir nehmen 1>yu> 8. Die Reihen sind 
divergent. Mithin: 

ta p=limn(!—1)>4, 

Unt 
so ist die Reihe konvergent, wihrend sie fiir B< 1 divergent ist. 
(Satz von Duhamel oder Raabe.) 

3) a=1, B=1, 7 endlich. Wir nehmen »=1;k>y. Die 

Reihen sind divergent. Mithin: 


Ist 
y= lim] n{ an =i} 
. Un+1 


endlich, so ist die Reihe divergent. 

Erhalt man 7 = co, so geht daraus hervor, dass die Reihen- 
entwickelung nicht mit einem Gliede fortgesetzt wird, dessen 
Nenner »’ ist, sondern mit einem Gliede, bei dem der Grad 
des Nenners zwischen 1 und 2 liegt. Wir wollen annehmen, 
der Grad sei 1 +7, wo O<»<1, und der Zahler 


7, = lim 7’ E ee — ie 1| 
Unti 


eine endliche von Null verschiedene Groésse. Hier miissen wir 
eine neue Reihe zur Vergleichung wahlen und nehmen 


ein Ausdruck, der nicht die Bedingung lim nt, =0 erfiillt und 
deshalb eine divergente Reihe bestimmt. Man findet 
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und wahlt 24> 7,, wodurch beide Reihen divergent werden. 


Mithin 
lim n'| n( ba ae 1| 
Un+1 


Kann 
endlich werden fiir einen positiven, und sei es auch noch so 
kleinen endlichen Wert von v, so ist die Reihe divergent. 

56. Hiermit ist die Untersuchung jedoch keineswegs ab- 
geschlossen; es kann ndmlich Glieder geben, deren Ordnung 
zwischen 1 und 1+-~» fallt, wie klein » auch sein mége; das 
ist beispielsweise der Fall mit niu, nlln u.s. w. Bei der Unter- 
suchung solcher Falle mtissen wir Reihen benutzen, deren all- 
gemeine Glieder dargestellt werden durch 


1 1 
nin’ niniein’ ninilnielin 


U.S. W. 


Fiir alle diese Reihen ist es indessen leicht die Kriterien 
fiir die Konvergenz aufzustellen; man findet namlich durch 
eine einfache geometrische Betrachtung, dass die unendliche 


Reihe 
Pa ys 
und das Integral 


\ t,dn 


gleichzeitig endliche und unendliche Werte haben. Nun ist in 
den angefiihrten Fallen das unbestimmte Integral, multipliciert 
mit (1—a), beziehungsweise 


[i-em, Ui-+Iin, I'-4lln u.s.w., 


und fiir 2=cc sind alle diese Gréssen unendlich ftir a<1, 


endlich fiir a> 1. 
Nun erhalten wir in den angeftihrten Fallen fir t,:t,44 


beziehungsweise 


1 a. ag ae : 
Li vok. a peas Se Aran Alia pga nt? 
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k,, 

ninlin 03? 

so kénnen wir, wenn wir passende Werte von « wihlen, schliessen, 
dass die Reihe konvergent ist, wenn der erste von 1 verschiedene 
Zihler, auf den wir stossen, grésser als 1 ist; ist er dagegen 
kleiner als 1, so ist die Reihe divergent. Mann muss so lange 
mit der Entwickelung fortfahren, bis man auf einen Zihler 
stésst, der von 1 verschieden ist; denn so lange der Zahler 1 
ist, kann man keinen Wert von @ wihlen, der die Frage ent- 
scheidet. Die Zihler werden bestimmt durch 


k,=limln jn( — — i| : 
E Un +4 


(4) k, = lim Un] tn(n =< Se ES 1) — | U.S. W. 


Un-+-4 uJ 


-- 


Unt n nin 


In dieser Form sind die Bedingungen dargestellt von Ber- 
trand und de Morgan. 

57. Hier ist der Ort eine Entwickelung anzuftihren, die 
von J. L. W. V. Jensen (Tidsskrift for Mathematik 1884, S. 63) +) 
herrtihrt, und die zwar nicht wie die obenstehende zeigt, wie 
jedes einzelne der entwickelten Kriterien als eine notwendige 
Erweiterung der vorhergehenden zustandekommt, die aber auf 
der anderen Seite eine allgemeine Methode in der méglichst 
einfachen Form darstellt. Der Satz von Jensen lautet: 

Wenn fiir beliebige positive Werte der Zahlen a fir ein 
gewisses n und alle grésseren n 


(5) by — Ont, 


so ist die Reihe konvergent, wihrend sie divergent ist, wenn die 
ungefiihrte Differenz gleich oder kleiner als Null und zugleich 
die Reihe 
1 
ys Ay 
divergent ist. 
*) Der Satz ist friiher in unvollstandiger Form von Kummer gegeben 
worden (Crelles Journal, Bd. XIIL). 
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Setzt man 


: On Un — Api Uns = bn, 
so ist 


Sp, = Ay Up — Ay Uy - 
D 
Hier muss das letzte Glied endlich sein, da die Summe 
den gegebenen Bedingungen gemass nicht negativ sein kann. 
Die Reihe St ist deshalb konvergent. Dasselbe muss dann auch 
der Fall sein mit der Reihe 2w, denn man hat 


a eh 
ty OUyi4, mithin u,1,—=-. 
So Gh 


Hat man es mit einer konvergenten Reihe zu thun, so 
kann man auf viele Arten eine Reihe von solchen Zahlen a 
finden, dass der oben angeftihrten Ungleichheit gentigt wird; 
es lasst sich zeigen, womit wir uns aber hier nicht aufhalten 
wollen, dass die Zahlen a so gewahlt werden kénnen, dass die 


Reihe SS divergent ist. Wendet man verschiedene bekannte, 


divergente Reihen an, so liefert die Ungleichheit verschiedene 
specielle Kriterien der Konvergenz, und diese werden um so 
schiarfer, je weniger divergent die benutzte Reihe ist. Setzt 
man demgemiiss beziehungsweise 


C—O, ni dg ni niin Ulsiw. 


so erhalt man die frtiher bewiesenen Satze von Cauchy, Du- 
hamel und Bertrand 

Der zweite Teil des Satzes folgt daraus, dass man von 
einem gewissen an, Z.B.n=p, ApUp<4,U, hat, wenn n> p. 

Hieraus folgt 

2Uy > Ap Uy Se OO: 
n 

Bei der Entwickelung der verschiedenen Kriterien der Kon- 
vergenz haben wir vorausgesetzt, dass u,:U, i einen bestimm- 
ten, von » unabhangigen Grenzwert besitzt. Wo dass nicht 
der Fall ist, wird die Aufgabe in der Regel besonders schwie- 
rig, und ihre Lésung lisst sich dann nicht durch allgemeine 
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Methoden zustandebringen. So ist eine Reihe, deren Glieder 
die reciproken Werte der Primzahlen sind, divergent, aber das 
lasst sich nicht durch die oben entwickelten Siatze beweisen. 


REIHEN MIT KOMPLEXEN GLIEDERN, 


58. Eine Reihe mit komplexen Gliedern ist konvergent, 
wenn die Moduln dieser Glieder eine konvergente Reihe bilden. 

In der Ebene tragen wir von einem Punkte 0 aus nach 
einander Strecken ab, die ihrer Linge und Richtung nach be- 
stimmt sind durch die Moduln und Argumente der einzelnen 
Glieder; dadurch bilden wir eine gebrochene Linie, und wenn 
diese nach einem gewissen Grenzpunkt A konvergiert, so giebt 
die Linie OA durch ihre Liinge und Richtung die Summe der 
Reihe an. Es kommt deshalb darauf an zu beweisen, dass es 
einen bestimmten Grenzpunkt in endlichem Abstande von O 
giebt. Nun médgen die Moduln eine konvergente Reihe bilden, 
deren Summe a ist; die gebrochene Linie kann dann _ nicht 
iiber eine Kreisperipherie hinausgehen, deren Mittelpunkt in O 
liegt und deren Radius @ ist. Es seien nun so viele Glieder 
abgetragen, dass die gebrochene Linie die Linge 4 erhalten 
und einen Punkt B erreicht hat. Die Punkte, zu denen wir 
gelangen kénnen, wenn wir mehr Glieder mitnehmen, mitissen 
dann alle innerhalb einer Kreisperipherie um B als Mittelpunkt 
und mit a—é als Radius belegen sein. Fahren wir auf diese 
Weise fort, so bestimmen wir nach und nach Kreise mit immer 
kleineren Radien, die alle diejenigen Punkte enthalten, zu denen 
wir durch fortgesetzte Summation gelangen kénnen; da wir 
nun so viele Glieder mitnehmen kénnen, dass die Summe der 
Moduln so nahe an @ herankommt wie wir wollen, so kénnen 
wir auch die Radien der Kreise so klein machen wie wir wollen, 
und dadurch wird die Lage eines gewissen Punktes, des Grenz- 
punktes, bestimmt. 

Wenn die Rede davon ist, die Glieder in einer Reihe R 
zu vertauschen, so meint mann damit, dass eine neue Reihe 
R, so gebildet wird, dass eine beliebig gewahlte Anzahl von 
den ersten Gliedern der einen Reihe sich immer zwischen 
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einer hinreichend grossen Anzahl von den ersten Gliedern der 
anderen Reihe findet. 

Ist die Summe der Moduln endlich, so haben die beiden 
Reihen dieselbe Summe. 

Wir kénnen namlich aus der ersten Reihe so viele Glieder 
mitnehmen, dass die Summe der Moduln von den nachbleibenden 
Gliedern kleiner ist als eine willktirlich gewéahlte kleine Grésse a. 
Nehmen wir von der zweiten Reihe so viele Glieder mit, dass 
alle von der ersten Reihe mitgenommenen Glieder sich unter 
ihnen finden, so mtissen die Summen der beiden endlichen 
Reihen eine Differenz haben, deren Modul kleiner ist als a. 
Da nun «@ so klein gemacht werden kann, wie man will, so 
ist der Satz bewiesen. 

Konvergente Reihen, deren Summe unabhingig von der 
Reihenfolge der Glieder ist, heissen wnbedingt konvergent. 
Mithin: 

Hine Rethe ist unbedingt konvergent, wenn die Moduln der 
Glieder eine endliche Summe haben. 

Anders verhalt es sich, wenn die Summe der Moduln un- 
endlich ist; die Reihe kann dessen ungeachtet konvergent sein, 
aber ihre Summe ist abhangig von der Reihenfolge der Glieder; 
wie viele Glieder wir auch mitnehmen mégen, die nachbleibenden 
Glieder haben immer eine unendliche Summe der Moduln; 
bilden wir zwei endliche Summe wie oben, so braucht ihr 
Unterschied daher nicht gegen Null zu konvergieren. 

Fiir konvergente Reihen mit einer unendlich grossen Summe 
der Moduln ist deshalb die Summe der Reihe abhidngig von der 
Reihenfolge der Glieder. 

Solche Reihen heissen bedingt konvergent. 

Als Beispiel kénnen wir die unendliche Reihe 


ea Sain Bas Cb ai 


nehmen, deren Summe 72 ist. Die positiven Glieder ftir sich 
und die negativen Glieder ftir sich bilden divergente Reihen, 
und dieser Umstand bewirkt, das wir, wenn wir die Glieder 
in einer passenden Reihenfolge nehmen, jede Summe erhalten 
kénnen, die wir wollen: z.B.100; da die positiven Glieder eine 
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divergente Reihe bilden, so kénnen wir namlich zuerst von 
diesen so viele nehmen, dass die Summe tiber 100 betragt, 
darauf so viele von den negativen, bis die Summe unter 100 
heruntergegangen ist, darauf wieder so viele von den posiliven, 
bis die Summe wieder tiber 100 betragt, und so fort; wir lassen 
auf diese Weise kein Glied aus, ordnen aber die Glieder auf 
solche Weise, dass der Grenzwert der Summe 100 betrigt. 

59. Der Verfasser hat auf eine merkwtrdige Art von 
Reihen aufmerksam gemacht'), deren Summe aus einem be- 
stimmten und einem unbestimmten Teil besteht. 

Die Reihe mége eine unendliche Summe der Moduln haben, 
wihrend die Moduln der Glieder und die Differenz zwischen 
den Argumenten von zwei konsekutiven Gliedern von einem ge- 
wissen Gliede an gerechnet nach Null zu abnehmen. Tragen 
wir die Glieder geometrisch ab wie oben, so wird die gebro- 
chene Linie sich immer mehr einer stetigen Kurve néhern. Ein 
Kreis durch drei konsekutive Punkte hat den Radius 


1 mod (wu, +44 
(6) 5 


2 arg Un41— arg uy 

Wir wollen annehmen, dass diese Grésse von einem ge- 
wissen Gliede an gerechnet sich stetig abnehmend (wachsend) 
einem gewissen Grenzwerte a naihert. Jeder von den Kreisen 
wird dann alle folgenden umschliessen (von ihnen eingeschlossen 
werden) und muss deshalb als Grenzlage einen festen Kreis 
mit dem Radius a haben. Dieser ist der Asymptotenkreis der 
Kurve; ist sein Mittelpunkt durch die komplexe Zahl & bestimmt, 
so ist die Summe der Reihe 


b+ dg 


wo 4 und a@ bestimmt sind, wahrend das Argument 9, da die 
Summe der Moduln unendlich ist, vollkommen unbestimmt ist. 
Als Beispiel kann die Reihe 


~ 1 


1) Skandinavisk Naturforskermode i Kjobenhavn 1892, S. 354. 
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dienen, wo a eine gegebene positive Grésse bedeutet; hier er- 
halten wir, abgesehen von verschwindenden Gliedern 


2 
Hee AS n =! 
as) Wet a, 


al 


Nt 


Die Reihe nahert sich also der Konvergenz, wenn «@ bis 
ins Unendliche wachst. 


POTENZREIHEN, 


60. Wir wollen annehmen, dass eine Potenzreihe mit 
positiven, ganzen Exponenten 


@,+a2+a,f+... +a," +... 


konvergent sei fiir einen Punkt 2, mit dem Modulus tS 
sei 2, ein anderer Punkt mit dem Modulus r,<~7,. Die Reihe 


y r\? ry \n 
ie el eee (3) 
Y, r, i 


ist dann konvergent und liefert eine neue konvergente Reihe, 
wenn alle ihre Glieder mit endlichen Gréssen multipliciert wer- 
den; wir multiplicieren die einzelnen Glieder beziehungsweise 
mit a, 47, %7,,-.-, WO a= |a;\; dann erhalten wir die kon- 
vergente Reihe 


OR OT OV tet ofa Bg hoe car 


da aber die Glieder dieser Reihe die Moduln der Glieder der 
gegebenen Reihe fiir e=z, sind, so ist die Reihe fir diesen 
Wert unbedingt konvergent. Da ftir den Punkt 2, nur die Be- 
dingung 7,<7, gestellt ist, so kann 2, ein beliebiger Punkt 
sein innerhalb einer Kreisperipherie mit dem Nullpunkt als 
Mittelpunkt und v, als Radius. Ist 7, so gross wie méglich 
gewiihlt, so heisst der Kreis der Konvergenzkreis der Rethe ; 
die Reihe ist unbedingt konvergent fiir jeden Punkt innerhalb 
seiner Peripherie, und nicht konvergent fiir einen Punkt ausser- 


9 
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halb derselben; fiir die Punkte der Peripherie selbst ist das Ver- 
haltnis verschieden. 
Vertauschen wir ¢ mit -—a, so wird die Bedingung fir 
die Konvergenz 
le—al\<r,, 


und das Konvergenzgebiet wird deshalb von einem Kreise mit 
dem Radius 7, und dem Mittelpunkt in @ begrenzt. Vertauschen 


wir dagegen 2 mit 5? 80 wird die Bedingung fiir die Konvergenz 


le|>n, 


so dass das Konvergenzgebiet sich bezeichnen lisst als be- 
erinzt von einem Kreise, dessen Mittelpunkt im Punkte co 
liegt. Unter einer Reihe, die nach Potenzen von z—a fort- 
schreitet, wenn @ auf den unendlich fernen Punkt fallt, wollen 
wir deshalb, um diesen Fall in den allgemeinen mit einzube- 


% : ; a, 1 
ereifen, eine Reihe verstehen, die nach Potenzen von — fort- 
2 


schreitet. 


TAYLORS FORMEL, ANGEWANDT AUF POTENZREIHEN, 


61. Bevor wir zur Untersuchung von Taylors Formel, 
angewandt auf Potenzreihen, gehen, mtissen wir einen Hiilfs- 
satz beweisen. 

Wir wollen eine doppelt unendliche Anzahl von positiven 
Gréssen betrachten, die in unendlich vielen Reihen mit unend- 
lich vielen Gliedern in jeder Reihe angeordnet sind wie die 
Elemente einer Determinante von unendlich hoher Ordnung. 
Wir bilden nun die Summe aller Gréssen, indem wir mit der 
ersten Reihe beginnen, darauf die zweite nehmen u.s. w.; wir 
nehmen an, dass die Reihen alle konvergent seien und _ be- 
ziehungsweise die Summen S,,S,... haben; wir nehmen ferner 
an, dass die unendliche Reihe 2S; konvergent sei und die 
Summe S habe; wir kénnen dann, wenn «@ eine gegebene 
Grésse, so klein wie wir wollen, bezeichnet, eine Zahl n so be- 
stimmen, dass 
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aerate ae 


um einen Betrag von S abweicht, der kleiner ist als a. 
Nun k6nnen wir eine Zahl m von solcher Groésse finden, 
dass die Summe der m ersten Glieder in jeder der Reihen 


B 


S,, 5,..-S, um weniger als m von der Summe der Reihe ab- 


weicht, wo 8 so klein ist, wie man will. 

Wir sehen also, dass wir m und m so gross machen kénnen, 
dass die Summe der mn Glieder, die wir erhalten, wenn wir 
nur die m ersten Reihen benutzen und von jeder von diesen 
nur die m ersten Glieder, von der Summe S so wenig ab- 
weichen wird, wie man will. Nun geben jedoch die mn Glieder, 
wenn wir sie erst nach Kolumnen addieren, dieselbe Summe, 
wie wenn wir sie erst nach Reihen addieren, und die Summe 
der co* Gréssen muss deshalb dieselbe werden, einerlei ob wir 
erst die Reihen oder erst die Kolumnen addieren. Ob einige 
von den Reihen S; endlich sind, ist dabei ohne Bedeutung. 

62. Nun betrachten wir die Reihen 


(7) f@)=a+ae+ a+... 
und 
(8) ferh) =a, +4,(2+h) +4,(e+h)+..., 


und nehmen an, das beide Punkte, 2 und +h, im Konver- 
genzgebiete liegen, so dass die Reihen unbedingt konvergent 
sind; wir wollen untersuchen, wie es sich mit der Konvergenz 
der zweiten Reihe verhalt, wenn wir sie nach Potenzen von 
h ordnen. 

Wir ordnen die Glieder von f(z+/) in Reihen wie 


a, 


az+ah 
az +2a,eh+a,hW’ 
a,2+3a,2h+ 3a,2h’ +a,l 


Biol Oh Ot e hd b. HLe, elle Cre (6: |) 4) 16" ee.6, & 61:8 (8, 6 


und setzen voraus, dass die Doppelreihe, die wir erhalten, wenn 
wir jedes der Glieder durch seinen Modulus ersetzen, summiert 
g* 
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nach Reihen auf die oben angegebene Weise, eine bestimmte 
endliche Summe habe; dasselbe gilt dann, wenn wir nach 
Kolumnen summieren, aber dadurch erhalten wir eben die 
Summe der Moduln fiir die einzelnen Glieder in der Reihe 


i Ws (re 
(9) f@+qr @rt+zof' OM +... 


so dass diese unbedingt konvergent ist. 7’ (2), f(z)... stehen 
hier als abgektirzte Bezeichnungen fiir die unendlichen Reihen 


a,+2az+3a,2+..., 2a,+6a,2+...U.5. Ww. 


Wir haben jedoch zu beachten, dass wir in den Modulus- 
reihen nicht die Moduln zu den Potenzen von 2+ haben, 
sondern dass sie die Form |a,|(\2|+)4))” haben. Mithin: 

Wenn wir aus einer Potenzreihe fiir f(z) die Taylorsche 
Formel fiir f(2@+h) bilden, indem wir die abgeleiteten Funk- 
tionen durch Differentiation der gegebenen Reihe Glied fiir Glied 
herstellen, so ist die Taylorsche Reihe konvergent fiir solche 
Werte von h, fiir welche \z|\+ \h)| kleiner ist als der Radius 
des Konvergenzkreises der gegebenen Reihe. 

Die gestellte Bedingung ist immer erfiillt ftir hinreichend 
kleine h, wenn nur zg in endlichem Abstande innerhalb der 
Peripherie des Konvergenzkreises liegt; wir haben deshalb fir 
ein jedes solches z, wenn wir nun /’(z) in seiner gewohnlichen 
Bedeutung als abgeleitete Funktion nehmen, 


f' (2) = lim ie usu teat =4,+2a,2+3a,2+... 


und analog fiir die folgenden abgeleiteten Funktionen. Man 
sieht hieraus, dass die durch eine Potenzreihe definierte Funk- 
tion monogen ist, und dass ihre Abgeleiteten sich durch Differen- 
tiation aus den Gliedern der Reihe bilden lassen, wodurch man 
Reihen erhalt, die dasselbe Konvergenzgebiet haben wie die wr- 
spriingliche Reihe. Wier ist jedoch vorausgesetzt, dass 2 nicht 
auf oder unendlich nahe bei dem Grenzkreise des Konvergenz- 
gebietes liegt. 
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Setzen wir z= a, h=z—a, so liefert Taylors Formel 


(10) f@=f(@)+F¢f ()e—a)+75f" @(e—a)’ + ..., 


wodurch die Reihenentwickelung fiir f(z) nach Potenzen von 
z—a bestimmt wird, oder, wie wir es nennen wollen die Reihen- 
entwickelung vom Punkte a aus. Wir haben gesehen, dass die 
Reihe unbedingt konvergent ist, wenn |2—a + a) kleiner ist 
als der Konvergenzradius der gegebenen Reihe, also in 
einem Kreise mit dem Mittelpunkte in a, der ganz inner- 
halb des ursprtinglichen Konvergenzgebietes belegen ist. In 
Wirklichkeit wird der Konvergenzkreis um « in der Regel tiber 
das urspriingliche Konvergenzgebiet hinausgehen und dadurch 
eine Bestimmung der Funktion ftir Punkte liefern, fiir welche 
die ursprtingliche Reihe sich nicht benutzen lasst; von diesen 
Punkten aus kann man in neuen Reihen entwickeln, deren 
Konvergenzkreise in neue Gebiete hinein ragen und so fort. 
Spater werden wir auf eine genauere Untersuchung dieser Ver- 
haltnisse eingehen; hier wollen wir nur bemerken, dass kein 
Konvergenzkreis sich tiber einen Pol hinaus erstrecken kann, 
da in einem solchen der Funktionswert unendlich ist und sich 
deshalb nicht durch eine konvergente Reihe bestimmen liisst. 
Ist f(z) mehrdeutig, so werden die Konvergenzkreise sich all- 
mahlich in die verschiedenen Blatter der Riemannschen Fliche 
der Funktion hineinerstrecken, aber keiner kann tiber einen in 
demselben Blatt liegenden Verzweigungspunkt hinausgehen, 
denn, wie frither angeftihrt, muss die Reihenentwickelung von 
einem solchen Punkt aus gebrochene Exponenten enthalten. 


Beisp. 1. 
ie Bett ot et et 
an% 
1 _— tae h Hf hr i 
(ee) ol 2 (La 2) (1 — 2) 
oder ( 
1 1 AG e——()r 
| Se tag ae arrears (ears ° 


Die gegebene Reihe hat den Konvergenzradius 1; die Reihe 
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von a aus ist konvergent, wenn |2—-a </1—a); ihr Konver- 
genzkreis erstreckt sich deshalb bis an den Pol 1 der Funktion. 


Beisp. 2. 


Der Konvergenzradius ist 1. Duhamels Theorem zeigt, dass 
die Reihe konvergent ist fiir = 1; fiir alle Peripheriepunkte 
ist « =1, und die Reihe ist deshalb unbedingt konvergent 
fiir alle diese Punkte. Der Konvergenzkreis ftir die Reihe vom 
Punkte a aus, wo |a|<1, erstreckt sich bis an den Verzwei- 
gungspunkt 1. In diesem ist die Funktion endlich, aber ihre 
Abgeleitete ist unendlich. 


Beisp. 3. 
14+ ae+ ate! + ate + ate’ + 6, lahat 


Der Konvergenzradius ist 1. Die Funktion besitzt, was 
wir hier nicht zeigen kénnen, die Eigenschaft, dass sich keine 
neuen Konvergenzkreise bilden lassen, die sich tiber die Peri- 
pherie des ersten Kreises hinaus erstrecken; dieser Kreis ist 
das, was man die natiirliche Grenze der Funktion nennt, tiber 
welche hinaus sie sich nicht definieren lasst. Nichtsdestoweniger 
sind die Reihe fiir die Funktion und die Reihen ftir alle ihre 
Abgeleiteten konvergent ftir alle Punkte der Peripherie des 
Grenzkreises.') 

63. Eine Reihe wird von Weierstrass gleichmdssig kon- 
vergent in einem gewissen Gebiet genannt, wenn man fiir 
eine gegebene positive Zahl a, die so klein ist wie man will, 
einen solechen Wert von m finden kann, dass der Unterschied 
zwischen der Summe der Reihe und der Summe der ersten n 
Glieder fiir den angegebenen und alle grésseren Werte von n 
einen Modulus hat, der kleiner ist als a fiir jeden Punkt des 
Gebietes. Da eine endliche Reihe von stetigen Gliedern immer 
stetig ist, so muss eine unendliche Reihe von solchen Gliedern 


1) Freedholm. C. R. 24, Martz 1890. 
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eine Funktion darstellen, die stetig ist in dem ganzen Gebiet, 
in dem die Reihe gleichmissig konvergent ist. 

Wenn die Reihe nicht gleichmassig konvergent ist, kann 
die Summe recht wohl unstetig sein, z.B. Reihen von der Form 
Su, sin v9. Das ist zuerst von Adel nachgewiesen, nachdem 
Cauchy in der Beantwortung dieser Frage fehl gegriffen hatte. 

Potenzreihen, deren Konvergenzgebiet sich durch Cauchys 
Satz bestimmen lasst, sind gleichmissig konvergent innerhalb 
eines Kreises, der denselben Mittelpunkt hat wie der Konver- 
genzkreis, dessen Radius aber um eine endliche Grésse kleiner 
ist, als der Konvergenzradius. In dem genannten Flachensttick 
ist die Reihe namlich unbedingt konvergent, und man hat des- 
halb fir ein gewisses m und alle grésseren n, wenn 7 eine po- 
sitive Grésse kleiner als 1 bedeutet, 


Md Uys, << y mod u,, Mod Uy,49 <7 MOd Uy14 <7? Mod u,,..., 
mithin 
mod (Uns1+Uncat...) << modw,,4+ mod Uarg+... 


<modu,yA+y4+7°+...) 


Bestimmt man nun » derartig, dass 7 mod u,<a(1—y), 
so hat der Unterschied zwischen der Summe der Reihe und 
der Summe der » ersten Glieder fiir alle Punkte des betrach- 
teten Flichenstticks einen Modulus kleiner als a; die Konver- 
genz ist also gleichmassig. Gelangt man unendlich nahe an 
die Peripherie des Konvergenzkreises, so hért die Konvergenz 
auf gleichmassig zu sein. 

64. Wir wollen nun diejenigen Punkte naher betrachten, 
die auf der Peripherie des Konvergenzkreises liegen, wobei wir 
jedoch voraussetzen, dass die Funktion sich durch neue Reihen 
tiber diesen Kreis hinaus erweitern lasst. Die Funktion hat 
dann einen bestimmten Wert in einem Punkte der Peripherie, 
tiber den hinaus die Erweiterung geschehen kann, und dieser 
Wert muss derjenige Grenzwert sein, dem sich die Summe der 
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Reihe nahert, wenn ¢ sich vom Innern des Kreises dem Punkte 
der Peripherie nahert; denn bei dieser Variation von 2 ist die Reihe 
bestandig unbedingt konvergent und stetig und bestimmt die- 
selben Werte der Funktion wie eine von den Reihen, deren 
Konvergenzkreis den Punkt der Peripherie enthalt. Nun fragt 
es sich, ob wir auch den wahren Funktionswert erhalten, wenn 
wir diesen nicht als Grenzwert bestimmen, sondern ihn dadurch 
suchen, dass wir den dem Punkte der Peripherie entsprechen- 
den Wert 2 direkt einsetzen. 

Nun sehen wir sofort, dass dies nicht der Fall sein kann 
in den hiufig eintretenden Fallen, wo die Reihe fiir den Punkt 
der Peripherie oscillierend wird, worunter wir verstehen, dass 
die Summe nicht bestimmt ist, sondern zwischen gewissen 
endlichen Werten schwingt. So wird ftir die Reihe 


f+tet+rtes... 


der Wert z= 1, die Summe oscillierend machen, ausgenommen 
fiir 6=0. Nahern wir uns dagegen dem Punkte 1g von innen, 
so ist die Reihe bestaéndig unbedingt konvergent und _ liefert 


; 1 
denselben Wert wie a dass der Grenzwert dadurch ge- 


funden werden kann, dass man hierin 1, fiir 2 einsetzt. 

Wir wollen nun annehmen, dass die Reihe fiir den Punkt 
der Peripherie bedingt konvergent wird. Die Summe ist dann 
abhingig von der Reihenfolge der Glieder; innerhalb der 
Peripherie aber ist die Reihe unbedingt konvergent, so dass 
wir die Glieder nehmen kénnen in welcher Reihenfolge wir 
wollen, ohne dass dadurch der Grenzwert, der den wahren 
Funktionswert darstellt, verandert wird. Dass lAsst sich nur 
dadurch erklaren, dass die Reihe bei einer Umordnung ihrer 
Glieder im Punkte der Peripherie unstetig werden kann. 

Als Beispiel kénnen wir die Reihe 


Litz=2—ff+4e—-1A4+... 
nehmen; diese liefert fiir z=1 die bedingt konvergente Reihe 


1—5+5—G+...=12. 
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Schreiben wir die oben genannte Reihe 


1 43 BY 1,5 7 44 
2+5e2—4te+teitte’—iaz+..., 


so erhalten wir ftir z= 1 
14+3-—34+44+4-i4+...= 312. 


Hier muss die zweite Form der Reihe ebensowohl wie die 
erste nach dem wahren Funktionswerte /2 zu konvergieren, 
wenn 2 sich 1 nahert; ihre Summe muss deshalb im Punkte 
1 von /2 nach 3/2 springen. Die Erklarung ergiebt sich leicht; 
wir setzen 


— 1 2 3 \ == 
gy (2) 2—Fe rrr le { 
aes 1 58 2 \ 1 = 
giZa=2+32 —F2...4+ - 441 


und 


aol Pee ee 1 n+2 1 —92 
g, (2) ea (2) make (z) — On Cas Qn+g genres. ls 4n—2 es - 
Lassen wir nun 2 bis ins Unendliche wachsen, so erhalten 
wir fir e<i1 


1 


lim wp (2) = lim » -5_ 22” = lim 4 27" = 0, 


aber ftir’ z=1 


| 


ae : 1 1: 1 
lim py (1) = lim (F + in 29 cant amy Fe —) 
QIn—1 { n—1 


lim BS 
1 


hiervon ist, wie im 8. Kapitel gezeigt werden wird, der Wert 
eben 3/2. 

65. In dem hier untersuchten Beispiel erhielten wir den 
wahren Funktionswert, wenn wir in die gegebene Reihe, die 
nach steigenden Exponenten geordnet war, z-=1 einsetzten. 
Dieser Fall ist in dem folgenden von Adel bewiesenen Satz mit 
einbegriffen : 

Wenn wir in eine Reihe, die nach steigenden Exponenten 
geordnet ist, 


bol 
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f(2) =a, +a2+4,2 + a,2+..., 


einen besonderen Wert fiir 2 einsetzen und dadurch eine kon- 
vergente Reihe erhalten, so ist die Summe dieser Rethe der 
wahre Funktionswert fiir den gegebenen Wert von 2. 

Wir brauchen nur solche Werte von 2 zu betrachten, die 
zum Grenzkreise gehéren. Wir kénnen voraussetzen, was sich 
jedenfalls durch eine kleine Anderung von ¢ erreichen lisst, 
dass der Konvergenzradius 1 ist und dass derjenige Punkt der 
Peripherie, den wir untersuchen wollen, z= 1 ist. Ferner kénnen 
wir voraussetzen, dass alle Koefficienten reell sind, da wir im 
entgegengesetzten Falle die Reihe in zwei andere zerlegen kénnen, 
die eine mit reellen, die andere mit rein imaginéren Koeffici- 
enten, und dann diese jede fiir sich untersuchen. Endlich 
setzen wir voraus, was sich jedenfalls durch eine Anderung 
von a, erreichen lasst, dass die konvergente Reihe 


Oe ie, ye oie es 


die Summe Null hat. Dann wollen wir beweisen, dass wir 
auch die Summe Null erhalten, wenn wir z wachsend sich 1 
nahern lassen. 

Setzen wir 


G,=3,; @+4,=3,3 ¢,+¢4,+4,=8, us. W., 
so erhallt die Reihe die neue Form 


f@a=A—2) (,4+5,2+5,2+...), 
wo wir nun 


2=1— 
Ww 


setzen und w bis ins Unendliche wachsen lassen. 

Da die Gréssen s von einem gewissen Gliede an nach Null 
zu abnehmen, so miissen wir ein solches » finden kénnen, dass 
s,44 und alle folgenden Grdéssen s ihren numerischen Werten nach 
kleiner sind als eine gewisse positive Zahl k; nun haben wir 


UNENDLICHE REIHEN UND PRODUKTE. 139 


fi-2)=Afata(i—t)-tet-2) 


Wenn wir in der letzten Klammer & statt s,14, syio... 
setzen, so wird ihr Wert kw, und ihr wirklicher Wert muss 
deshalb zwischen + kw und —kw liegen, so dass das ganze 
letzte Glied einen Wert hat, der numerisch kleiner ist als k. 
Das erste Glied kénnen wir so klein machen wie wir wollen, 
wenn wir w hinreichend gross nehmen. Wir kénnen also, da 
k willktrlich ist, w so gross nehmen, dass die Summe ftir 
diesen und gréssere Werte von w so klein ist, wie man will. 
Die Summe muss deshalb den Grenzwert Null haben. 

66. Sind die Glieder einer Reihe Funktionen von mehreren 
Variablen, so werden die Verhaltnisse verwickelter. Wir wollen 
beispielsweise eine Reihe betrachten, die nach Potenzen von 
z fortschreitet, wahrend die Koefficienten einen Parameter a 
enthalten. Verschiedenen gegebenen Werten von @ werden 
dann in der Regel verschiedene Konvergenzgebiete von 2 ent- 
sprechen, ebenso wie verschiedenen Werten von z2 verschiedene 
Konvergenzgebiete von a entsprechen werden. Will man _ ge- 
gebene Werte von a und z in die Reihe einsetzen, so muss 
mann sich dartiber vergewissern, dass diese wirklich zu den 
Konvergenzgebieten gehéren und nicht auf deren Grenzen liegen, 
wo die Reihe méglicherweise nicht mehr die dadurch bestimmte 
Funktion darstellt. 

Wir wollen beispielsweise die bekannte Reihe 

z\e az  a(a—i)/z\ 
(145) Si ppe+ a (a) 
betrachten, wo es darauf ankommt, ob wir fiir einen beliebigen 
endlichen Wert von z mit dem Modulus 7 a= oo setzen dtrfen 
und dadurch die Reihe fiir e? erhalten. Nun ist 


a—n 2 (1 +"), 


nit — mod < 
Un n+1l1a Foaaig (rae 


u 
mod 
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wo e=|a!. Setzt man nun z.B. e=2r, so ergiebt sich leicht, 
dass man » so gross machen kann, dass der letzte Bruch fiir 
alle grésseren » und fiir alle grésseren g, um so mehr, je grésser 
o wird, kleiner ist als ein gewisser echter Bruch. Die Reihe 
ist deshalb gleichmissig konvergent im Gebiete von a@=0co; 
in diesem Punkte giebt es also keine Unstetigkeit. 


VERSCHIEDENE REIHEN. 


67. Wir betrachten eine Reihe +w,¢,, und setzen 


U. - u, + A et ae 


oN Mee 8 ORE 
Dadurch wird 
Ut, + unt, +... + Unty = 8, (é—t,) + 3,(—t) +... 
+ 8y—1 (tnt tn) + Sth: 
Nun nehmen wir an, dass die Reihe 
2 \t,—tn1| 


konvergent sei, und dass s,, wenn » bis ins Unendliche wiichst, 
endlich ist oder zwischen endlichen Grenzen schwingt, so dass 
wir immer haben 

Naieera, 


wo a eine endliche positive Grésse bedeutet. Wir haben dann 


= | Sn(tn — tnt)| <a2|t,—ty41| 


n+1} 4 


und die Reihe 
= 8n(ty oa tn4t) 


ist also unbedingt konvergent. MHieraus schliessen wir, dass 

die Reihe uw, ¢, oscillierend oder konvergent ist, je nachdem 

S,t, mit unendlich wachsenden mn oscilliert oder nach Null zu 

abnimmt. Die Konvergenz braucht nicht unbedingt zu sein. 
Seizen wir, indem wir |t,|> |t,41| voraussetzen, 


\tn— tnt =¢/ tn|—|tn41 F 


und kénnen wir beweisen, dass « von einem gewissen » an 
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kleiner ist als eine gewisse positive Zahl, so muss die Reihe 
=\t,—t,11| konvergent sein, wenn ¢,,= 0; denn die Reihe 


2'(tn| —| tn 4) 


ist unbedingt konvergent, und dies Verhiltniss lasst sich da- 
durch nicht andern, dass man die Glieder mit positiven Zahlen 
multipliciert, die kleiner sind als eine gewisse endliche Zahl. 


Beisp. 1. tn = Pas (ays; 


die Reihe 2|t,—t,44| = ist konvergent; s, ist ab- 


1 
Cra 
wechselnd O und 1, #, =0. Die Reihe 

tees beat east 


ist wie bekannt bedingt konvergent. 


Beisp. 2. 
Uy = (cos 9 + isin 8)". 


Die Reihe oscilliert, wenn @ nicht ein Multiplum von 27 ist. 


Die Reihen 
St, cos v9 und St, sin n9 


sind deshalb konvergent, wenn die Reihe 2|t,—t,41| konver- 
gent ist und #, =0. Wenn die Gréssen ¢ positiv und nach 
Null zu abnehmend sind, sind die Bedingungen erfillt. (Malm- 
stens Theorem.) 

Beisp. 3. Es sei die Reihe 


n 
ZA n€ : 


wo die Gréssen k, positiv sind und mit bis ins Unendliche 
wachsen, unbedingt konvergent fiir z=2z,. Verandern wir den 
imaginaren Teil von z,, so bleiben die Moduln der Glieder un- 
verindert; addieren wir eine positive Grésse zu dem reellen 
Teil von z,, so werden die Moduln der Glieder kleiner; in 
beiden Fallen wird also die unbedingte Konvergenz dauernd 
stattfinden. Daraus folgt, dass das Gebiet fiir die unbedingte 
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_ 


Konvergenz derjenige Teil der Ebene ist, der rechts von einer 
gewissen Geraden liegt, die der Axe der imaginaéren Zahlen 
parallel ist. Links von dieser Geraden kann die Reihe diver- 
gent oder bedingt konvergent sein. Die Gerade kann sich bis 
ins Unendliche entfernen. Jensen hat bewiesen, dass auch die 
zweite Grenze ftir die bedingte Konvergenz eine Gerade ist, 
parallel zu der ersten, wenn diese existiert; auch die zweite 
Gerade kann sich bis ins Unendliche entfernen.*) 

Es kommt darauf an zu beweisen, dass wenn die Reihe 
konvergent ist fiir z= 2,, sie fortfahrt konvergent zu sein, wenn 
mann «+ yi zu 2, addiert, wo y beliebig ist, wahrend & positiv 
ist und so klein wie man will. Setzt man nun 

—k, 2 —k, (e+ yt) 
Wee & UR ie : 
so hat man ¢t, =O fiir positive x, und hat deshalb nur zu be- 
weisen, dass ¥ ¢,,—1?,41| konvergent ist. Wir setzen der Kinfach- 
heit wegen «=1, wodurch der Beweis nicht weniger allgemein 
wird, und erhalten, wenn k,,,4—k, =m, 


bn —tni4 jem __ g—myt {—e-myt 
é wai esa) aw | — | de <— 1 -b lle mas | 
Orie. pa itd al em— 
2sinkmy 
=—1 — Ff, 
em — 1 


wo der Zihler des letzten Bruches positiv zu nehmen ist. Da 
dieser Zahler kleiner ist als |my|, waihrend der Nenner grésser 
ist als m, so erhadlt man 


e<i+|y|, 


und dadurch ist der Satz bewiesen. 
Zu den betrachteten Reihen gehdért die Reihe 


1 
Pr 


die wie bekannt unbedingt konvergent ist, wenn z positiv ist 


*) Tidsskrift for Mathematik 1884, S. 63. 
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und grésser als 1, wahrend sie divergent ist fiir z=1. Die Reihe 
ist also unbedingt konvergent auf der rechten Seite einer 
Geraden, die durch den Punkt 1 geht und senkrecht steht auf 
der Axe der reellen Zahlen, wahrend sie links von dieser Ge- 
raden divergent ist. Wie sie sich auf der Geraden selbst ver- 
halt, haben wir in 59 gezeigt. Geben wir den Gliedern der 
Reihe abwechselnde Vorzeichen, so wird die Grenzlinie fiir die 
unbedingte Konvergenz nicht verdndert, aber auf ihrer linken 
Seite erhalt man ein Gebiet mit bedingter Konvergenz. Die 


Reihe 
1 1 1 


19a + 3a ga 


Seo oe 


ist namlich konvergent ftir ein positives u, es mag so klein sein 
wie es will, aber nicht ftir »=0. Die zweite Grenze fiir die 
bedingte Konvergenz ist deshalb die Axe der imaginéren Zahlen. 
Auf dieser Geraden verhalt die Reihe sich wie 2n”-* auf der 
Geraden durch den Punkt 1. Der Beweis lasst sich auf ahnliche 
Weise fiihren wie der analoge Beweis in 59, wenn man die 
Glieder paarweise zusammenzieht. 
Allgemeiner kann man 


an 


betrachten, wo |a|=1(a=1 ausgenommen). Diese Reihe er- 
halt dieselben Gebiete ftir unbedingte und bedingte Konvergenz 
wie die obengenannte. 


DAS RECHNEN MIT REIHEN. 


68. Sind die beiden Reihen wu, und Sv, konvergent, 
so sieht man leicht, dass die Reihe =(u, + ,) auch konvergent 
ist in dem Gebiet, welches gemeinsam ist ftir die Konvergenz- 
gebiete der beiden Reihen, und darin eine Summe hat, die 
man durch Addition der Summen der beiden gegebenen Reihen 
findet. Haben die gegebenen Reihen dasselbe Konvergenz- 
gebiet, so kann die dritte ein grésseres erhalten. Addieren wir 
z. B. Glied fiir Glied die beiden Reihen fiir sin ¢ und fiir are tg 2, 
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so erhalten wir eine Reihe, deren Konvergenzkreis den Radius 14 
hat; subtrahieren wir aber von dieser die Reihe fiir are tg 2, 
die dasselbe Konvergenzgebiet hat, so erhalten wir die Reihe 
fiir sin 2, die konvergent in der ganzen Ebene ist. 
Der Satz tiber die Addition von zwei Reihen lisst sich auf 
mehrere erweitern; ihre Anzahl muss jedoch endlich sein. 
Zwei konvergente Reihen 


utu,tu,t...und y+2,+%,+... 
multiplicieren, heisst, die Reihe 


Ot lateeenn 


bilden, worin 


ES Uy Vy3 FE = Uy HU %3 C= UV, +UY, + U%S 
n= U,Un aif Uj, Un-4 FE at ai Un Vo 


Diese Reihe ist in gewissen Fallen konvergent und hat 
eine Summe die gleich dem Produkte der Summen der gegebenen 
Reihen ist. 

Um dies naiher zu untersuchen wollen wir zuerst annehmen, 
dass die beiden Reihen positive Glieder haben. Bezeichnen 
wir die Summe ihrer n-ersten Glieder bezichungsweise mit U, 
und V,, so liegt die Summe ¢,+4,+...t:, zwischen U,V, 
und U», V2,; man kann aber n so gross machen, dass beide 
diese Produkte fur dieses und gréssere n so wenig von dem 
Produkte der Summen der Reihen abweichen, wie man will; 
dasselbe muss dann fiir 2¢, gelten. Hieraus sehen wir zu- 
gleich, dass die Summe derjenigen Glieder in U, V,,, fiir welche 
die Summe der Indices grésser ist als n, fiir unendlich wach- 
sende » nach Null zu konvergieren muss. 

Nun seien die beiden Reihen zwei beliebige wnbedingt kon- 
vergente Reihen. Da man U, V, dem Produkte der Summen 
der Reihen so nahe bringen kann wie man will, so wird das- 
selbe fir 4,+4¢,+...+4, gelten, wenn die Summe derjenigen 
Glieder von U,, V,, deren Indexsumme grosser ist als n, fiir 
wachsende n gegen Null konvergiert. Wir haben jedoch gesehen, 
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dass dies stattfindet, wenn wir jedes von diesen Gliedern durch 
seinen Modulus ersetzen. Es gilt daher auch fiir die ursprting- 
lichen Glieder. 


Ferner ist 


lon |<] UyMn| + |e, nal... +] um |, 
und deshalb 


[t,| + || +--+ [tal < (Ja,|+] a) +... +] a|) (12,|-+]2,|-+ --+] 0]: 


Wir haben also folgenden Satz: 

Sind die beiden Reithen Su und Xv unbedingt konvergent, 
so gilt dasselbe fiir &t, und die Summe dieser Reihe ist das 
Produkt der Summen der beiden ersten Reihen. 

Diese Multiplikationsregel darf nicht auf bedingt konver- 
gente Reihen angewandt werden‘); so wtirde man aus 


1 1 1 


Sau = Sv caer er a ere 
V3 V4 
erhalten: 
1 1 1 1 
+.=( ———— + eS — + — =| 
Vi-n ree eae V(n—1)-2 Vn-1 
Qn 


L=4iho ee = 


yet tees er 


ein Wert, der ftir unendlich wachsende n gegen 2 konvergiert. 


UNENDLICHE PRODUKTE. 
69. Das unendliche Produkt 
(11) P=(1+a)(4+4)(1+4,)...(@+4,). 


heisst konvergent mit dem Werte P (endlich und nicht Null), 
wenn man fiir jede gegebene noch so kleine Grosse a ein solches 


1) Mertens hat gezeigt (Crelles Journal, Bd. 79), dass die Multiplikations- 
regel sich anwenden lasst, wenn nur die eine Reihe unbedingt kon- 
vergent ist; ein einfacherer Beweis ist von Jensen gegeben in ,Tids- 
skrift for Mathematik‘ 1879. 


10 
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n finden kann, dass das Produkt aus den +m ersten Fak- 
toren fiir alle positiven Werte von m in einem Kreise um P 
als Mittelpunkt und mit @ als Radius liegt. Wenn der Modulus 
des Produktes fiir wachsende » gegen Null abnimmt oder ohne 
Grenze wiichst, so heisst es divergent. 

Die Begriffe unbedingte, bedingte und gleichmissige Kon- 
vergenz u.s.w. werden auch auf unendliche Produkte mit einer 
leicht verstiindlichen Bedeutung angewandt. Es ist einleuchtend, 
dass lim a, = 0 eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz ist. 

Sind alle Grossen a positiv, so ist das Produkt konvergent 
oder divergent, je nachdem Xa konvergent oder divergent ist. 

Man hat nimlich, wenn man das Produkt der » ersten 
Faktoren mit a, bezeichnet und die Summe der v7 ersten 
Gréssen a mit s,, 

Pee meat 

Wir sehen hieraus, dass das Produkt, wenn 2a konvergent. 
ist, zwischen zwei bestimmte endliche Grenzen fallt; da es nun 
bestaindig wachst, so muss es sich einem gewissen Grenzwert 
nihern. Ferner zeigt die Ungleichheit, dass das Produkt ohne 
Grenze wichst, wenn s, ohne Grenze wichst. 

Der Satz gilt auch, wenn die Gréssen «, von einem ge- 
wissen m an alle negativ und verschieden von —1 sind. Wir 
haben niaimlich, wenn wir —a,, fiir a,, setzen, 


ty =(1—a,) t_4, 
woraus « 
Tot En = Ay. 
Ty —{ 

Ist nun das Produkt konvergent, so kénnen wir, da sein 
Grenzwert ein bestimmtes Vorzeichen haben muss, fiir hin- 
reichend grosse » annehmen, dass a, <1, so dass a, mil wach- 
senden » abnimmt. Wir erhalten dann beziehungsweise nie- 
drigere und hdhere Grenzen fiir a,, wenn wir fiir die Nenner 
der Briiche beziehungsweise z,_; und =, setzen. Daraus folgt 


Dn 

Tn Top Ty 4— 1% 

—< ee <— =, 
Ty 4 ri us 
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woraus hervorgeht, dass 2a zwischen endliche positive Grenzen 
eingeschlossen, also konvergent ist. Ist das Produkt divergent 
und bis ins Unendliche wachsend, so kann a, nicht gegen Null 
abnehmen und die Reihe Sa ist deshalb auch divergent; das- 
selbe gilt, wenn das Produkt oscillierend ist; nehmen a, und 
x, gegen Null ab, so muss das Produkt der reciproken Werte 
der Faktoren bis ins Unendliche wachsen, und da, ftir 2¢,<1, 


ee aed y 2 
ile 
so muss 22a, und also auch a, divergieren. Demgemiass ist 
die letzte Reihe immer divergent, wenn das Produkt diver- 
gent ist. 
70. Das wunendliche Produkt aus komplexen Faktoren 
(1+ 4,), ist unbedingt konvergent, wenn & «| konvergent ist. 
Hieraus folgt namlich, dass die unendlichen Produkte 
II(1—|a,|) und (1+ |a,'|) konvergent sind; nun ist 


1—|a,|<|1+e,|<1+|a,|, 


und der Modulus des gegebenen Produktes fillt deshalb zwi- 
schen endliche Grenzen; dasselbe gilt, wenn wir von den Moduln 
des Produktes nur diejenigen mitnehmen, die grdésser als 1 sind, 
oder nur diejenigen, die kleiner als 1 sind. Von den beiden 
dadurch gebildeten Produkten ist das eine stetig wachsend, 
das andere stetig abnehmend; jedes von ihnen muss deshalb 
einen von der Reihenfolge der Faktoren unabhiingigen be- 
stimmten Wert haben; das gegebene Produkt hat also einen 
bestimmten endlichen, von der Reihenfolge der Faktoren un- 
abhangigen Modulus. 

Es ist noch tibrig zu beweisen, dass die Summe der Argu- 
mente der Faktoren unbedingt kon- 
vergent ist. Fiir kleine Werte vona,, 
ist das Argument des entsprechen- 9 4 
den Faktors gleich oder kleiner als 
der Winkel von der Linie 1 bis an 
die Tangente, die vom Nullpunkte an den kleinen Kreis mit dem 
Mittelpunkt im Punkte 1 und dem Radius |@,| gezogen ist, 

10* 
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und dieser Winkel ist wieder kleiner als |a,|:t,, Wo ¢, die 
Lange der Tangente bedeutet. Wir haben deshalb fiir alle 
positiven Argumente von einem gewissen Faktor an 


= jcalek 
tn 
wo alle Nenner durch den kleinsten von ihnen ersetzt werden 
kénnen. Wir sehen hieraus, das alle positiven Argumente eine 
endliche bestimmte, von ihrer Reihenfolge unabhangige Summe 
haben. Auf dhnliche Weise ergiebt sich, dass dasselbe fiir alle 
negativen Argumente gilt, und deshalb auch fiir alle Argu- 
mente der Faktoren des gegebenen Produktes. 
71. Ist &|a,! konvergent, so wird dasselbe fiir 2a, 2| 
gelten, wo 2 eine beliebige Grésse mit endlichem Modulus ist. 
Unter diesen Bedingungen ist also das unendliche Produkt 


(12) Y= (1+ a,2) (1 + a,2) (1 1% a, 2) cas 


unbedingt konvergent und reprasentiert eine in der ganzen 
Ebene endliche Funktion von z; diese lasst sich in einer fiir 
die ganze Ebene geltenden Potenzreihe entwickeln und _ ist 
deshalb stetig und monogen. Um das zu beweisen setzen wir 


Oy | =n, |2| smth 
und betrachten das Produkt 
P,=(A4+a,r)(1+a,r)...l+a7)=14+67r4+57r4+...h7%, 


wo b, die Summe der Produkte von je p der Gréssen a,, a, ... Gy 
bedeutet. P,, konvergiert gegen einen endlichen positiven Wert 
P; die Gréssen 4 wachsen mit », und da bestandig 


| Mea 6 


so mlussen sie gegen gewisse endliche und bestimmte Werte 
P,,,... °, konvergieren. Nun ist indessen ftir jedes n 


P>1+67r+67+...+8.r'>P,; 


hier konvergiert P, fiir wachsende n gegen P, die Summe der 
Reihe muss also auch gegen P konvergieren. 
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Wir gehen nun tiber zum Produkt aus komplexen Fak- 
toren und setzen 


0,=(1+4,2)(1+4,2)...il@+¢2zj=1teeteoe+...c,2, 


Wo ¢,, ¢,...¢, Summen sind, die, wenn n bis ins Unendliche 
wichst, unbedingt konvergente Reihen werden, die gewisse 
Grenzwerte 7,, 7,.-- 7, haben, wahrend das Produkt Q, den 
Grenzwert @ hat. Da |7,|<8,, so wird die Reihe Q, un- 
bedingt konvergent. 

Nun vergleichen wir die beiden Differenzen 


=) 2 SL (7,—¢,) & +...+ (7n—Cn) on 
(8,2) r+ (BB) 17+. «+ (Buby) "5 


hier ist (y,—e,)2? zusammengesetzt aus Gliedern, deren Mo- 
duln sich in den Gliedern von (6,—4,,)7” finden, und die erste 
Differenz hat deshalb einen Modulus, der kleiner ist als derjenige 
der anderen; von diesem haben wir jedoch erfahren, dass er 
fiir wachsende n gegen Null konvergiert; wir haben also fiir 
die ganze Ebene 


und 


Q=limQ,=1+7,2+7,2+... 


Wir haben vorausgesetzt, dass keiner der Faktoren des 
unendlichen Produktes Null ist; unter dieser Voraussetzung 
kann das Produkt, wie wir gezeigt haben, nicht gegen Null 
konvergieren; die Funktion kann also nur Null werden, wenn 
einer von den Faktoren Null ist, und dadurch sind alle ihre 
Nullpunkte bestimmt. Wie weit die Funktion auf der anderen 
Seite durch ihre Nullpunkte bestimmt ist, wird spater erwahnt 
werden. 

Beisp. Die Produkte 


(3) 3) 0-9) (eed ted) 


sind beide divergent, wahrend das Produkt 


(-A)(-Hl-4)- 
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konvergent ist. Die dadurch definierte Funktion hat also die 
Nullpunkte +1, +2, +3 u.s. w., die auch die Nullpunkte 


bee d sinze . 
fiir die Funktion ae sind. 


x 


Die beiden Funktionen sind in Wirklichkeit identisch, was 
spater (80) bewiesen werden wird. 


KAPITEL VIII. 
CAUCHYS INTEGRAL. REIHENENTWICKELUNGEN. 


OAUCHYS INTEGRAL. 


72. Es sei f(z) eine Funktion, die eindeutig und stetig 
in einem von einer oder mehreren Randkurven begrenzten 
ebenen Flachensttick ist; ¢ sei ein beliebiger Punkt dieses Flachen- 
stticks. Der Bruch 

(2) 


ae, 


wird dann innerhalb des Flaichenstticks nur im Punkte ¢, der 
f(t) zum Residuum hat, unendlich werden; man hat deshalb 


(1) pei = f(t), 


Oni) 2z—t 


wo das Integral in positiver Richtung langs allen Randkurven 
zu nehmen ist. Diese wichtige Formel liefert eine Bestimmung 
der Funktion f, die ftir alle Punkte des Flachenstticks gilt, 
obgleich man fiir die Bestimmung nur die Werte der Funktion 
auf der Begrenzung des Flachenstticks zu kennen braucht; der 
Grund dafiir, dass dies ausreichend sein kann, liegt darin, dass 
man ausserdem weiss, dass die Funktion monogen ist. Das 
Integral definiert nur die Funktion in dem begrenzten Flachen- 
stick; ein Punkt ¢, der ausserhalb des Flachenstticks liegt, 
macht die Funktion unter dem Integralzeichen nicht unendlich 
innerhalb des Flachenstiicks, und das Integral wird deshalb 
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Null sein. Hierdurch erhalten wir keine Erweiterung der Funk- 
tion auf Punkte ausserhalb des Flachenstticks, denn die Mono- 
genitat hort auf der Randkurve auf. Wollen wir die Funktion 
erweitert haben, so mtissen wir die Begrenzung des Flachenstiicks 
erweitern; das kann geschehen, so lange wir keinen singularen 
Punkt in das Flachensttick aufnehmen. Unter diese muss man 
nicht nur Pole und wesentlich singulére Punkte rechnen, son- 
dern auch Verzweigungspunkte, da die Aufnahme eines solchen 
Punktes die Eindeutigkeit der Funktion aufheben wiirde. Wir 
kénnen jedoch auch die Formel auf eine Riemannsche Flache 
anwenden, wenn wir nur beachten, dass ¢ dann mehrere gerade 
uber einander liegende Punkte darstellt, so dass wir, wenn 
mehrere von diesen in dem hegrenzten Flachensttick liegen, 
auf der rechten Seite von (1) die Summe der zu diesen Punkten 
gehodrenden Funktionswerte erhalten. Das Integral stellt des- 
halb nur die Funktion an solchen Stellen dar, wo nur Teile 
von eimem der Blatter zum Flachensttick geh6ren. Wir wollen 
beispielsweise annehmen, dass die Funktion eine zweiblattrige 
Riemannsche Flache mit zwei Verzweigungspunkten habe, die 
durch einen Verzweigungsschnitt verbunden sind. In dem oberen 
Blatt grenzen wir ein Flachensttick ab, das keinen der Ver- 
zweigungspunkte enthalt, und wahlen im Flachenstiick eimen 
Punkt ¢. Ferner sei ¢, der gerade darunter liegende Punkt 
des unteren Blattes. Nun kénnen wir unser Flachensttick tiber 
den Verzweigungsschnitt hinaus erweitern, so dass wir in das 
untere Blatt hinunterkommen. Das Integral stellt bestandig 
f(t,) dar, bis wir durch die Erweiterung ¢, in das Flachenstick 
aufgenommen haben; dieser Punkt ist ein Pol mit dem Resi- 
duum /(t,), und nun stellt das Integral die Summe der beiden 
Funktionswerte dar. 

73. Aus (1) erhalt man 


A+) = 96 OZ 7—a) © 


oder 


fE+h)—f® _ 1 a2 dz wf h \ f(e)dz 
h ~ Quid (e—t? | Ani) (z—ty (e—t—h)’ 
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daraus ergiebt sich, wenn man zur Grenze tibergeht und be~- 
achtet, dass das letzte Integral endlich ist, 


1 (f(e)dz 
@) f'O= anion 


Hieraus leitet man wieder ab: 


2 ( f(e)dz Lf fle 
(3) f= 55 .foja PVE Tone 

Hier ist in allen Fallen die Funktion unter dem Integral- 
zeichen endlich und stetig lings der Begrenzung des Flichen- 
stticks. Mithin: 

Ist eine Funktion eindeutig und. stetig innerhalb eines ge- 
wissen Flichenstiicks, so gilt dasselbe von ihren abgeleiteten 
Funktionen. 

Auf einer Riemannschen Flaiche mtissen wir hier unter 
Funktion die durch das Integralzeichen definierte Funktion ver- 
stehen, so wie sie oben bestimmt wurde. 

Ist 

FO=9,O0+9,()+-.. 


eine unendliche Rethe, deren Glieder monogene Funktionen dar- 
stellen, die eindeutig und stetig innerhalb eines gewissen Eldchen- 
stiickes sind, in welchem die Rethe gleichmdssig konvergent ist, 
so ist F(t) eine monogene Funktion. 

Man hat namlich, wenn das Integral auf einer geschlossenen 
Kurve etwas innerhalb der Begrenzung des Flichenstiicks ge- 
nommen wird, 

F(t) = 1 joule) or he) cr Pah 


id Ke A 
Int 2—t * 


und kann dann wie oben zeigen, dass F’ (t) eine Abgeleitete hat, 
die eine Funktion von ¢ ist. 


DIE TAYLORSCHE UND MACLAURINSCHE REIHE. 


74. Es seia ein beliebiger Punkt eines begrenzten Fliachen- 
stiicks; man hat identisch 
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H.W 1 ei bdo tay, 
e—t ez—-a—(t—a) z—a a5 (e—ay © (z—aj' 
Gena? G2 ay ‘ 
(2e—a)j*t1 © (e—a)ti(z—t)’ 
dadurch erhalt man, wenn man die oben gefundenen Aus- 
driicke ftir die abgeleiteten Funktionen benutzt, 


© W=Ka +156 +1 @ GL +... +r @§ED +p, 
6) eee Deg)e 


Oni) (e—aytt i 


Fur hinreichend grosse » und fiir 


jt—a|<|z—a| 

erhalt die Funktion unter dem Integralzeichen fiir alle Punkte 
der Begrenzung einen Modulus, der so klein ist wie man will; 
f konvergiert deshalb ftir wachsende n gegen Null. Diese 
Bedingung ist erftillt fiir alle Punkte innerhalb einer Kreis- 
peripherie, die ihren Mittelpunkt in w hat und keinen  singu- 
laren Punkt einschliesst. Ftir alle derartigen Punkte kann 
man deshalb die bis ins Unendliche fortgesetzte Taylorsche 
Reihe anwenden. Der Kreis wird Konvergenzkreis der Reihe, 
wenn sein Radius unter den angegebenen Bedingungen so 
gross wie moglich gemacht wird. Ftir a=0O geht die Reihe 
Uber in die Maclaurinsche. 

Es lasst sich leicht beweisen, dass die Funktion sich in 
keiner anderen Potenzreihe vom Punkte a aus entwickeln lasst 
als in der Reihe (4). Hierauf beruht die bekannte Entwicke- 
lung eier Funktion in einer Reihe mit Hilfe der Methode 
der unbestimmten Koefficienten. 

Die Funktionen ¢, sinz und cosz sind eindeutig und stetig 
in der ganzen Ebene; die Reihen 


ee uee ze : 

i ap Spw Le te 
: Gabe : 
SIN 2 == # = ay ck ey akg 
cosz=1—S+5,—+-- 


gelten deshalb fiir jeden endlichen Wert von 2z. 
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Funktionen, die eindeutig und stetig in der ganzen Ebene 
sind und im Punkte co einen wesentlich singulaéren Punkt 
haben, heissen ganze transcendente Funktionen; sie lassen sich 
wie die obengenannten in Potenzreihen entwickeln, die ftir die 
ganze Ebene gelten. 

Die Funktionen /(1 + ¢), are sine und are tg2 haben sin- 
guldre Punkte bezichungsweise in —1, +1 und +7. Die Reihen 


ee 
AAR) cote ek Se anaes 
arc sinz = ¢+ ud th yal fsa 1-35 Widite 
Q-3° ' 94.5" * 9.4.6.7 
3 . 
arcige=e—S +2 —4..,, 


gelten deshalb nur in einem Kreise mit dem Mittelpunkt im 
Nullpunkte und dem Radius 1. 
ore“ 
f DIE LAURENTSOHE REIHE, 
75. Kine Funktion sei eindeutig und stetig innerhalb einer 
gewissen Kreisperipherie, deren Mittelpunkt in @ liegt; eine Aus- 
nahme wird von einem einzelnen Punkte 4 gebildet, in dem 
die Funktion unstetig ist; diesen Punkt schliessen wir mit Htilfe 
eines kleinen Kreises aus; dann kénnen wir Cauchys Integral 
zur Bestimmung der Funktion anwenden. Das Flachensttick 
ist nun jedoch von zwei Randkurven begrenzt, und das Inte- 
gral muss lings diesen beiden in positiver Richtung gefiihrt 
werden. .Was den dusseren Kreis betrifft, so kénnen wir wie 
: eet at 
bei Taylors Formel verfahren, indem wir Seer einer kon- 
z—t x 
vergenten Reihe nach Potenzen von ¢—a entwickeln, /Dadurch 
erhalten wir eine Reihe von der Form 


(6) d,+4,(t—a)+a,(t—ay+..., 


deren Koefficienten bestimmt werden durch 


(7) 7 1 f (2) dz 


PO ORG (2—a)r+1’ 


ba | 


CAUCHYS INTEGRAL. REIHENENTWICKELUNGEN. 155 


wo das Integral in positiver Richtung langs dem ausseren Kreise 
zu fiihren ist. Da diese Integrale nicht uber die ganze Be- 
grenzung geftihrt werden, so lassen sie sich nicht wie bei 
Taylors Formel durch die abgeleiteten Funktionen ausdriicken. 

Zugleich haben wir das Integral langs*dem kleinen Kreise ~ 
zu fiihren; da wir dabei bestandig 


|¢—b|>|2—4| 


haben, so mitissen wir hier eine andere Reihenentwickelung 
benutzen; wir setzen 


1 1 ( 2—b  (e—b) 
=o (147544 
See eA S RCE ie ie eae 


und erhalten dadurch eine Reihe 


(8) 6,(¢—8)-1 + 6, (43) 2+ BD) 4+..., 
worin ar 
(9) bo = 905 \ (2— byt f (2) de: 


dieses Integral ist, da wir das Vorzeichen verandert haben, in 
positiver Richtung um den Punkt 4 zu nehmen. Sind mehr 
Unstetigkeitspunkte vorhanden, so wird jeder von diesen eine 
neue, der ersten analoge Reihe mit sich fthren. 

Ist der Punkt 4 ein Pol, so wird, wie bald gezeigt werden 
soll, (e—6)”f(z) fir einen gewissen Wert von p und alle 
grdésseren Werte im Punkte 6 nicht unendlich, und die ent- 
sprechenden Integrale werden Null. Die 4 entsprechende Reihe 
wird also endlich. Ist 6 ein wesentlich singularer Punkt, so 
wird die Reihe immer unendlich. 

Ware fiir f(z) eime Entwickelung von der angegebenen 
Form gegeben, so wtrden, bei Anwendung von (7) oder (9) 
alle Glieder von f(z) dem Integral den Wert Null erteilen, mit 
Ausnahme des einen, das den Exponenten p oder —vp hat. 
Es existiert deshalb keine andere Reihenentwickelung von der- 
selben Form. 

Ist die Funktion eindeutig und stetig in einem Kreisringe, 
wobei der Nullpunkt der gemeinsame Mittelpunkt der beiden 
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Kreise ist, so erhalt man, wenn man wie oben verfiahrt, die 
Funktion fiir alle Punkte im Kreisringe ausgedrtickt durch eine 
Reihe, die sich nach beiden Seiten bis ins Unendliche er- 
strecken kann mit negativen und positiven, ganzen, wachsenden 
Exponenten. Diese Reihe heisst die Lawrentsche Reihe.’) 


at —— 


DIE FOURIERSCHE REIHE, 


76. Hine Funktion, die eindeutig und stetig in der ganzen 
Ebene ist und die Periode w hat, ldsst sich in einer in der 
ganzen Ebene konvergenten Reihe entwickeln, die nach Potenzen 

42a 
von € © ~ fortschreitet. 

Setzt man namlich (Cauchys Entwickelung) 

o : cafe 300 
e= guj! f@=f(ge;t)) 
so wird die Funktion, als solehe von ¢ genommen, eindeutig. 
Erfihrt namlich /t die Zunahme 227, so erfiihrt 2 die Zunahme 
wo und f(z} bleibt unverandert. Da /¢ fir ¢=0 unendlich ist, 
so wird dieser Punkt ein singularer Punkt fiir die Funktion und 
muss ausgeschlossen werden. Man kann nun Laurents Ent- 
wickelung benutzen, (wobei der dussere Kreis einen sehr 
grossen Radius hat) und erhalt ftir f(z) die Reihe 


. tbt?+btt+a+at+af+..., 


welche die im Satze angegebene Form erhalt, wenn ¢ durch 
2 ausgedriickt wird. Da z nur unendlich wird fiir ¢=0 und 
fiir tcc, so gilt die Reihe fiir alle ibrigen Werte von ez. 
Wenn f(z) den Bedingungen fiir die Periodicitaét nicht ge- 
niigt, so kann man dennoch die Reihenentwickelung ausfiihren, 
aber da die Funktion, als Funktion von ¢ genommen, nicht 
eindeutig wird, so erhalt sie singulaére Punkte, und der dussere 
Grenzkreis wird sich nur bis an den nachsten von diesen er- 
strecken kénnen. Das Gebiet fiir die Giiltigkeit der Reihe in 
z erhalten wir durch Abbildung des Kreisringes auf die 2-Ebene. 


1) Comptes rendus. T. 17. 
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Nun folgt aus der Gleichung 


Qi 
a (# +iy) 
t=a(cos@+ isin 9)=e ® , 


dass man, » reel und positiv gedacht, hat 


QTy 
a @ 
=e Pd = se b0; 


hieraus geht hervor, dass der Kreisring als derjenige Teil der 
Ebene abgebildet wird, der tiber einer Geraden liegt, die der 
Axe der reellen Zahlen parallel ist (Vergl. Beisp. 3, S. 140.) 


REIHEN VON BURMANN UND LAGRANGE. 


77. Wir suchen eine gegebene Funktion f(t) in einer Reihe 
zu entwickeln, die nach Potenzen einer anderen gegebenen 
Funktion g(t) fortschreitet; von beiden Funktionen setzen wir 
voraus, dass sie eindeutig und stetig in einem gewissen einfach 
zusammenhingenden Fldchenstiick sind. Von der Funktion 
setzen wir ferner voraus, dass sie nicht fiir zwei dem Flichen- 
stiick angehérende Punkte denselben Wert hat, und dass ihre 
Abgeleitete nicht fiir irgendwelche Punkte des Flichenstiicks Null 
werden kann. Unter diesen Voraussetzungen betrachten wir 


das Integral 
fe—f@ 
secon 


wo 2 die Begrenzung des Flaichenstticks in positiver Richtung 
durchlauft, wihrend ¢ ein beliebiger Punkt des Flachensttickes ist. 

Der Bruch ist eindeutig und kann nur unendlich werden 
fiir z=t, denn dies ist der einzige Wert von z, der den Nenner 
zu Null macht. Derselbe Wert macht jedoch auch den Zahler 
zu Null. Wir miissen also den wahren Wert des Bruches 
suchen, und finden .als solchen /'(#): 9’(f), ein Wert, der 
nach unseren Voraussetzungen endlich ist. Der Bruch ist also 
tiberall innerhalb des Flachensttickes eindeutig und stetig, und 
daraus folgt, dass der Wert des Integrals Null ist. Wir 
haben dann 
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et dz rf (2) de 

) eee ee 

(Vee —06 oeco 

Das erste Integral lasst sich leicht bestimmen; man hat 


namlich 
if 2—t il 


woraus hervorgeht, dass das zu ¢ gehdrende Residuum der 
erste Bruch auf der rechten Seite fiir 2=¢ ist, oder 1:9’ (#). 
Man hat also 


es g(t) ve f (2) dz 
(10) Tog een eI 


giiltig fiir alle Punkte des Flachensttickes. 

Nun nehmen wir ferner an, dass die Randkurve des Flichen- 
stiicks so gewiihlt ist, dass man fiir alle ihre Punkte | ¢ (2) | =| 
hat, wo / eine Konstante bedeutet, so gross wie sie werden kann, 
wenn das Flichensttick die gestellten Bedingungen erftillen soll. 
Fiir Punkte innerhalb der Randkurve setzen wir |p(z)|<l 
voraus. Da g’(z) nicht Null sein kann, so kann es kein anderes 
Minimum geben als Null ftir |g(z)|. Man tibersieht die Ver- 
hiltnisse leicht, wenn man sich die gesuchte Reihe aus der 
Maclaurinschen gebildet denkt fiir eine Funktion w(w), indem 
man w=g(t) setzt. Das Konvergenzgebiet in der ¢-Ebene ist 
dann die Abbildung des Konvergenzkreises in der u-Ebene; ist 
/ der Radius des Kreises, so wird er abgebildet als eine Kurve, 
auf der tiberall g(f)|=/. Jeder zum Konvergenzkreise kon- 
centrische Kreis wird abgebildet als eine Kurve, auf der | (¢)| 
liberall gleich dem Radius des Kreises ist. 


Wenn wir nun 
1 


ve) 9) 
nach Potenzen des fiir alle Punkte des Flachensttickes echten 
Bruches 


ot) 
9 (2) 
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entwickeln und die konvergente Reihe Glied fiir Glied inte- 
grieren, so erhalten wir 


(11) f= FOG, +4,90 +490 +..> 
Wo 
(12) ae \ “ge(2)" 


Ks sei a derjenige Punkt, der dem Mittelpunkt des Kreises 
entspricht, so dass g(a) =0. 


Die Funktion 
f() 


g” (2) 
wird nur in diesem Punkte unendlich; nehmen wir an, dass 
das entsprechende Residuum 7, ist, so haben wir a, =2air, 
und (Burmannsche Formel) 


(13) fO="Ol,+neO+n”7O+..-]; 
dieser Reihe kann man auch die Form 
(14) FO=/fOdt=k+neO+srnVO+5rn¢9O+-. 


geben, wo k eine Konstante bedeutet. 

Die Formel begreift die Umkehrungsformel von Lagrange 
in sich; hat man némlich w= g(t), so kann man ¢ nach Po- 
tenzen von g(t) oder w entwickeln. 

Die Residuen lassen sich als Differentialquotienten schrei- 
ben; man hat némlich, wenn der Nenner pmal Null im Punkt 
a wird 
Won. 

(e—a)e’ 


an) = Wr “2 ae Goa tit 


wo yw eine Funktion bedeutet, die fir =a endlich ist, und 
a...7 gewisse Konstanten sind, wahrend der Zahler des ersten 
Bruches eben das: Residuum darstellt. 

Wenn wir nun mit (e—qa)? multiplicieren und darauf p— 1 
Male mit Bezug auf 2 differentieren, so erhalten wir einen 
Ausdruck von der Form 
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(p—1)!r, + (e—a) K, 


wo K eine Funktion bedeutet, die endlich ist fir e=a. Das 
letzte Glied fallt_ also fort, wenn wir e=a setzen, und wir 
haben mithin 


0) geilfO(F@) eo 


Beisp. 1. Wir setzen y(2)=2(e—a). |9(2)) = bestimmt 
eine Kurve, die den geometrischen Ort ftir alle Punkte dar- 
stellt, deren Abstiinde von den Punkten 0 und a@ zum Produkte /& 
haben. Diese Kurve ist eine Cassinische Ellipse, die ftir /=0O 
auf die Brennpunkte O und a reduciert wird; fiir kleine Werte 
von & besteht die Kurve aus zwei geschlossenen Zweigen, von 
denen jeder einen von den beiden Brennpunkten enthalt; fiir 
* wird die Kurve eine Lemniskate. Jedes ihrer Blatter 
befriedigt die ftir das Flachensttick gestellten Bedingungen. 

Jedem Werte von g(z) entsprechen zwei Punkte z, aber 
diese liegen symmetrisch mit Bezug auf den Doppelpunkt, kénnen 
als nicht in dasselbe Blatt fallen. Gréssere Werte von & als 
diejenigen, welche die Lemniskate bestimmen, lassen sich nicht 
benutzen, da die Kurve fiir solche Werte nur aus einem ge- 
schlossenen Zweige besteht, und dieser die beiden zusammen- 
gehérenden Punkte z einschliessen wiirde. Da nun fiir die 
Lemniskate g’(z) nur im Doppelpunkte Null wird, so erhallt 
man, wenn f(z) eine innerhalb der Blatter eindeutige und ste- 
tige Funktion darstellt, 


k=4\a 


f(2) = (22—a)(r, + 7,2(e—@) +17,2 (¢—a)’+...), 


giiltig fiir das eine oder andere Blatt, je nachdem die Residuen 
fiir den einen oder anderen Brennpunkt genommen sind. 
Beisp. 2. u=ze-*. z soll in einer Reihe nach Potenzen 
von wu entwickelt werden. 
Wir haben, da «1 =O einem z=O entspricht, und wenn 
wir F(z)=z, f(z) =1 setzen, 


fe Ly yt ip of 
Z=PT UST, U ET U tees, 
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wo r, das Residuum darstellt fiir 


1 dpite = 4 (eee s 


(ee-*)2+1 ~ gpt1 ~ gp+t 


AP oo ar 


(p+l)rzr a 
p! ; 
Das Residuum ist der Koefficient des Gliedes, dessen Nenner 

2 ist, also 


(p+ 1) 
\ i 
Wir finden also 
a 2 oa, eo ae 
e=U+ 7 oY + rag! +, on ELE +.. 


Beisp. 3. Das Keplersche Problem geht darauf aus, aus 


der Gleichung 
nt=2z—esin2 


z nach Potenzen von 


za entwickeln; wir haben f(z) = F’(z)=1; a=nt, 


Gfia—" 


d2p—1 sin? 2)e—nt: 


(p—1)) r= 


z=nt+esinnt+ $e sinQnt+2e' (3 sin 3nt—sin nt) 
mee acini —sin 2h) yh e°(125sin 5nt—81 sin3nt+2sinnt)+.. 


SUMMATION ENDLIOHER REIHEN. 
78. 4Wir wollen das Integral 


9 (2) 
(16) Vie Samia] dz 
untersuchen, wo (z) eine innerhalb eines gewissen Flachen- 
stiickes eindeutige und stetige Funktion bedeutet, und das Inte- 
gral in positiver Richtung langs der Begrenzung des Flachen- 
sticks zu nehmen ist. Der Bruch hat Pole in denjenigen 
11 
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Punkten, in denen der Nenner Null ist, d. h. fiir alle ganzen 
Zahlen. Schreiben wir den Bruch in der Form 


ze—n = y(2) 


ettis__{ 2z—n’ 


= 1 ‘ 
so erhalt der erste Bruch ftir ==» den Wert Dai? wenn »” eine 
_ 


ganze Zahl ist. Das zum Punkte » gehérende Residuum ist 
also to (n): 
Qui 


Nun ist der Wert des Integrals gleich der Summe der Re- 
siduen, die zu den innerhalb des Flachensttickes liegenden Polen 
gehéren, multipliciert mit 277. Wenn das Flachensttick die 
Pole 1, 2, 3...” enthalt, so erhalten wir also 


(17) g(1)+¢(2)+9(38)4+... ¢(M=HL. 


Wenn g(z) nicht stetig ist, sondern Pole innerhalb des 
Flachenstiickes hat, so hat man die diesen entsprechenden 
Glieder hinzuzuftigen. 

Im besondern wollen wir uns das Flaichensttick von einem 
Rechteck begrenzt denken, von dem das eine Paar paralleler 
Seiten senkrecht steht auf der Axe der reellen Zahlen und 
diese in den Punkten a, und «, (#,<,) schneidet, wahrend 
die beiden anderen parallelen Seiten unendlich fern von der 
Axe liegen. Auf der untersten von diesen beiden ist e274¢—1 
unendlich, der Bruch also Null, wenn wir voraussetzen, dass 
g(z) auf der erwahnten Seite entweder endlich ist oder un- 
endlich von niedrigerer Ordnung als der Nenner. Auf dem 
Teile vom Umfange des Rechtecks, der tiber der Axe der reellen 
Zahlen liegt, geben wir dem Integral die Form 


(tO de—\ a eae. 


Fiir das letzte Integral lasst sich der Weg zusammenziehen 
in die gerade Linie von a, nach z,, vorausgesetzt, dass (2) 
keine Pole hat, die dabei passiert werden miissten; fir das erste 
Integral ist die Funktion unter dem Integralzeichen Null auf 
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der unendlich fernen Seite, wenn wir iiberall auf dieser vor- 


aussetzen, dass 
gota eis i), 


Wir kénnen also unter den genannten Voraussetzungen 
bei der Integration langs den Seiten des Rechtecks die beiden 
unendlich fernen Seiten unbeachtet lassen. 

Nun kénnen wir das gegebene Integral umwandeln in 


te to) t_»y 

: ANg(z,t+ty)dy | \o(4,+iy)dy 
p(z)dz+1 Cane cae avery) —1 
xy an 0 


a) 0 
NCO MAF Neen ola ty)ay 

e2Wil(ag+ty) J e2%i (ay +ty) __ {| 4 
Lo é a 


Wir setzen nun voraus, dass x, und «, ganze Zahlen sind, 


so dass 
e2tia, — e2ain»g — 1, 


Im zweiten und dritten Integral wird y mit —y vertauscht, 
und man hat 


Ngi@,—iy)dy — \o(e—iydy 
g(z)dz+4 Ree nage 
il to 0 


_ Nee, +iydy  \e(t+ty)dy 
Gin, \ atacand ay etme 0 
i) 0 


woraus durch ferneres Zusammenziehen 


‘i i\lg@+iy—e@e— iy) |2dy 
g(z)dz + = . 


ry 0 


erry — 1 


Hier ist indessen ein Punkt, der eine genauere Unter- 
suchung verlangt. Wir haben vorausgesetzt, dass x, eine ganze 
Zahl sei, aber das ist auf der Axe der reellen Zahlen nicht 

11* 
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zulissig, da alle ganzen Zahlen Pole sind. Wir wollen wm den 
Pol «, einen unendlich kleinen Kreis mit dem Radius a be- 
schreiben; die Funktion unter dem Integralzeichen in (16) hat 
auf diesem den Wert 
shaadi Ee 
2aia(cosO + sin @)’ 

wenn wir unendlich kleine Glieder von héherer Ordnung fort- 
lassen. 

Man ersieht daraus, dass das Integral auf dem Kreise dem 
durchlaufenen Bogen proportional wird, und wir kénnen des- 
halb annehmen, dass es einen Wert a hat, wenn wir abbiegen 
und den Halbkreis nach links durchlaufen, und den Wert —a, 
wenn wir nach rechts abweichen. Nehmen wir an, dass 
v,-—#v,<1, so enthilt das Rechteck im ersten Falle den einen 
Pol x,, wahrend es im zweiten Falle keinen Pol enthalt. Ist 
K der Wert des Integrals auf dem Umfange des ganzen Recht- 
ecks mit Ausnahme des Stiickes, das durch einen Halbkreis 
ersetzt ist, so muss man haben: K+a=g(a#,) und K—a=0, 
mithin K = }9/(z,). 

Das umgeformte Integral, das mit dem gegebenen auf dem 
Umfange des ganzen Rechtecks, ausgenommen in der Nahe 
des Poles, tibereinstimmt, muss dann den Wert K+ er- 
geben, wo ¢ der Wert des Integrals auf dem Durchmesser des 
kleinen Kreises ist. Das umgeformte Integral hat jedoch keinen 
Pol in z,, so dass 8=0. Ahnliche Betrachtungen gelten fir 
den Punkt x,, und wir sehen also, dass das erste und letzte 
Glied der Reihe mit } zu multiplicieren ist. Mithin: 

Sind «2, und x, ganze Zahlen, so hat man 


1 


29(%,) + 9(%, +1 + 9%, +2)+...+9(@%,—1) +49 (a) 


2a ee P . x 
. 1\ Lo@+ty)—9(e—iy)], dy 
(18)  =\9@)d+—\__—____-_, ——_—, 
ex, Uy) 


wenn ¢(z) eindeutig und stetig ist fiir alle z, deren reeller Teil 
zwischen x, und x, liegt, und wenn, falls p(z) in diesem Inter- 
vall unendlich wird fiir einen unendlich wachsenden imaginiren 
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Teil, dies dann so geschieht, dass lim e27*?p(z)=0 fiir positive 


y, und huts =0 fiir negative y. 


Man kann dem letzten Integral in (18) eine geometrische 
Bedeutung beilegen; das erste Integral ist gleich dem Inhalt 
des von der Abscissenaxe, der Kurve 


y= 9 (2) 


und den Ordinaten von x, und x, begrenzten Flachensttickes, 
wahrend die Summe auf der linken Seite die bei der Bildung 
einer bekannten Naherungsformel ftir den Flacheninhalt an- 
gewandte Flachensumme der einbeschriebenen Trapeze aus- 
driickt. Der Unterschied zwischen diesen beiden Inhalten wird 
von einer Reihe von Segmenten gebildet, und die Summe der 
Inhalte von diesen wird durch das letzte Integral ausgedriickt. 
79. Man hat nun 


‘le (c+ iy)—g («— iy |” 


wy 


=9| (0 @) —9'@) ya" @—9"@) 9 + --| 


und, nach einem Satze der Integralrechnung, 


yds 
ol mae | dy = Bon—t 


eo = 
=4, By, == u. s. w. die Bernoullischen Zahlen bedeuten. 
Dadurch erhalt man (Maclawrins Summationsformel) 


wo B, = B; ='5 B,=4 [b= 


- 30? 49) 


691 
B,, =, B 


2730” 13 


= 5 = 


(19) $9(2,) + 9(%, +1)+...+ F9(2,) 


7% 
-\s (2)dz+ 5(@' (@,) —9' (@,)) — 799 (9""(@) —9'"(@)) + 
ay 

Hierbei haben wir jedoch zu beachten, dass wir die Tay- 
lorsche Formel zur Entwickelung von g(w@+7y) und {9(~—7y) 


166 
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benutz haben, und dass diese Entwickelungen nur konvergente 
Reihen liefern, wenn ein Kreis um w als Mittelpunkt und mit 
y als Radius ganz innerhalb des Gebietes liegt, in dem 9 (2) 
eindeutig und stetig ist. Ist dies nicht der Fall, so muss man 
bei der Reihenentwickelung eine endliche Anzahl von Gliedern 
nehmen und das Restglied hinzuftigen. Wir wollen der Hin- 
fachheit wegen annehmen, dass g(¢) nur einen singulaéren 


Punkt in ¢ = 0 habe, und dass a 


= 1. Die Gheder; die von 


x, herriihren, lassen sich in eine Konstante zusammenziehen, 
die sich, wenn die allgemeine Formel ftir ein willktrliches 2, 


gebildet ist, durch Einzetzung von besonderen Werten fiir « 
und direkte Summation bilden lisst. Setzen wir » ftir x 


2 


eee) 


haben wir also 


(20) 


gi(1) + 9 (2) +... + H(n) 


n ao 


= C+ 0(n)-+\ 9 (e)de + —\ Pt Py, 


Ye 0 


Wir wollen nun Taylors Formel anwenden, wobei wir je- 


doch nur die ersten Glieder nehmen und darauf das Restglied 
bilden; es ergiebt sich, wenn @ einen echten Bruch bedeutet, 


ty 
1 : re ae 
*| a(n + iy) —9(n—iy) | = gy’ (u+iy)dy 
: 1 v—y 
ty ° 4 
= (9) ie gy” (n) t ve gy!” (n ae Oiy) o)ay 


=H 
o+y 


= 2y9'(n)—5 g' (n+ Gin) dy. 


sae 


Wir wollen hier annehmen, dass |g'’"(n+O@iy) fiir alle 


reellen Werte von y eine gewisse Grésse m nicht tibersteigt. 
Das letzte Integral hat dann einen Modulus, der kleiner ist als 
4my’*. Setzen wir das gefundene Resultat oben in das Inte- 
gral ein, so erhalten wir 
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ot) +9Q)+...+4() 
a 1 1 9 
= o+\ g (2) dz + 9 o(”) +49 9 (1) — 7565: 


wo 9 einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet. 


3 


Beisp. 1. g(n)= n°. 
und erhalten 


Wir wenden hier am besten (18) an 


1 eee oe een 
: ao : (5 al + ge = gut anit gn 


Seo CA. hd 4 4 
Beisp. 2. @ (2) = s gy’ (n) = — at g’'n=—-3 m=—;3 
n’ n?’ n* n*? 
mithin 
Leet {| 1 1 


pecs bg! gn tage 
4 é : { 
(der Fehler ist kleiner als j5)-.-) 


C ist die sogenannte Hulersche Konstante; man bestimmt 
sie durch wirkliche Summation der Reihe fiir einen grossen 
Wert von » und Vergleichung mit der Formel; dadurch hat 


man gefunden 
C = 0,5772156649015328 ... 


‘ 1 24. g 
Beisp. 3. 9(”)=—. m= ne Man erhalt 


n 
1 i} et par ecy 1 1 1 
1+ gataat-..t 9 = 1614934...—— + oa — eos 


(Der Fehler ist kleiner als Pm) Die Konstante ist gleich $2’. 


1) 
Beisp. 4. o(n)=ln; m= = Man erhalt 


1 1 
1(11.2.3...n)=C.4+nin—n+ git ae 1a? 
(F. < sign) 
Hier kann man eine genaue Bestimmung der Konstante 
erhalten. Man hat namlich (Wallis Formel): 
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a = lim 2. 2-4-4... 2g a 29 = 
g = M73.3.5...@9—N q+!) 


lim 354 te ae y= eee Fs (@!)\ 
= 9¢+1\1-3.. ~(@q—1) — ™9G+1\ a)! 
oder 


V5 = lim [2912 + 2lg!—U(2q)!— $1(2q+1)] 


= lim [29/2 + 2(C, + glg—q+ 31q)—(G + 2g (2 g)— 24 
+ 31(29))—31(2¢+1)], 


wenn die gegen Null konvergierenden Glieder ausgelassen wer- 
den; hieraus erhalt man 


iV5=¢ lat 1129(2q + 1))=C—12; 
= $1(2a). 
Die Formel wird also 


1 1 1 
.9.3...n)=—l : ep pc wid a 
1(1-2-3...n) anceale N+ To," 


80. Wir haben vorausgesetzt, das (2) stetig sei im Inter- 
vall zwischen den beiden Parallelen; ist das nicht der Fall, so 
haben wir auch die von g(z) herrtihrenden Pole zu bertich- 
sichtigen. Angenommen z. B., es sei 


Qt 
g(z) = pai 


sowie «,=0, 7,= 00, t beliebig. Das Restintegral fallt fort, 
da die Funktion unter dem Integralzeichen Null wird sowohl 
fir #,=O0 als ftir 7,=0cc. Man erhalt dann zuerst 


1 1 1 
p+ 2t(p lat pag t 


herrthrend von den Polen 0, 1, 2... Von den beiden Polen 
+t liegt der eine in unserem Flichensttick; dieser sei ¢; das 
entsprechende Residuum ist 


—1 


gaait__? 
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so dass wir dadurch das Glied 


2 


eae lente 4 


erhalten. Auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens haben 
wir 


Wir erhalten hier das Resultat (2p +1)a7, aber die Frage 
ist, welchen von den Werten wir benutzen sollen; das ergiebt 
sich nun daraus, dass (29+ 1)a den Zuwachs darstellt, den 
das Argument des Bruches erfahrt, wenn z reell von 0 nach 
co tibergeht. Nun ist das Argument der Winkel von z—t nach 
z+t, und dieser Winkel wachst von —a bis 0, wenn ¢ unter 
der Axe der reellen Zahlen liegt. Wir erhalten dann a7 als 
Wert des Integrals. Liegt ¢ dagegen tiber der Axe der reellen 
Zahlen, so erhalten wir —a7z, mtissen aber hierzu 227 addie- 
ren, da der geradlinige Weg des Integrals entstanden ist durch 
Zusammenziehen einer Kurve, die bei diesem Zusammenziehen 
den Punkt ¢ passiert. Wir erhalten also in allen Fallen 


1 1 1 ( 1 
= Q see == = 4G = f 
uy ae aoe mi} 1 + acotat. 


; paait | 


Multiplicieren wir mit d¢ und integrieren, so erhalten wir die 
friiher (S. 150) erwahnte Hulersche Formel 


rae iB 1 ee 
sinat=at(1—45)(1—5.)..-(1— 5). 


wo die Konstante dadurch bestimmt ist, dass t=} gesetzt und 


Wallis Ausdruck fiir ¢ benutzt wurde. 
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KAPITEL IX. 
ANDERE ANWENDUNGEN VON CAUCHYS INTEGRAL. 


NULLPUNKTE UND POLE, 


Wir wollen annehmen, wir hitten einen Punkt a, in dessen 
Umgebung die Funktion f(z) eindeutig und stetig ist. Die 
Funktion lasst sich dann in einer fiir ein gewisses Gebiet gel- 
tenden Reihe nach Potenzen von g—a entwickeln. Ist nun a 
ein Nullpunkt, so dass f(a) =0, so lasst sich die Reihe dar- 
stellen als 


fe) =(2—a)(f' (a) +4f" (@(e@—O + -.). 


Nun kann es sich jedoch ereignen, dass auch /f’(qa), 
f(a)... f(a) Null sind. Dann wird die Reihe 


1 


; 1 , 
(1) f@)=(—a)* (pf +¢z 


ay ee (e—a) +... ‘) 

Wenn wir voraussetzen, dass f(a) nicht Null ist, so sagen 
wir, dass die Funktion & mal Nul wird im Punkte a, oder 
dass a ein Nullpunkt von der Ordnung k ist. k muss not- 
wendigerweise eine endliche Zahl sein, denn wenn alle Ab- 
geleiteten Null waren, so wiirde man f(z)=0O innerhalb des 
ganzen Konvergenzgebietes haben, und wir werden gleich 
zeigen, dass das nicht der Fall sein kann, es sei denn, dass 
die Funktion in der ganzen Ebene eine Konstante mit dem 
Werte Null ware. 

Nun sei @ ein Pol, der nicht zugleich Verzweigungspunkt 
ist; der reciproke Wert der Funktion muss dann in @ einen 
Nullpunkt haben und eindeutig und stetig in der Umgegend 
von @ sein. Ist @ kmal Nullpunkt, so muss man also haben 


1 k 
Fis) = (ze—a) p (2), 


wo g(z) weder Null noch unendlich in @ wird und eindeutig 
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und stetig in der Umgegend von a@ ist; dasselbe muss dann 
fiir den reciproken Wert von g(z) gelten, und wir kénnen setzen 
1 


AO) =A,+ A,(z—a)+ Afze—a)’+..., 


wo A, nicht Null ist; hieraus folgt 


Ly A | Abed 
eee 05 =e ees za : eee A Bae 
; as E eee ade 4;.+ Apas(2—a@) + 


Wir sagen vom Punkte a, dass die Funktion in ihm kmal 
unendlich wird, oder dass a ein Pol von der Ordnung k ist. 
Kine Funktion kann also in einem Pole nur eine endliche Anzahl 
Male unendlich werden, und in der Reihenentwickelung vom 
Pole aus, wenn dieser kein Verzweigungspunkt ist, kénnen nur 
ganze Exponenten vorkommen, von denen der kleinste —;: ist. 
Kommen in der Reihenentwickelung von « aus unendlich grosse 
negative Exponenten vor, so muss @ ein wesentlich singulirer 
Punkt sein, und umgekehrt. 

Ist a ein Verzweigungspunkt, in dem p Blitter zusammen- 
hangen, so kann man eine neue Unabhangige durch die Sub- 


stitution 
g--a= (§—a)p 
einftihren. 
In der §-Ebene wird die Funktion dann eindeutig in der 
Umgegend von a, und man kann sie in einer Reihe mit gan- 


zen Exponenten nach Potenzen von §—a entwickelen, wor- 
1 

auf £—a durch (e—a)» ersetzt wird. Die & entsprechende Zahl 

: : k , es oe 

wird hier dann —. Man pflegt zu sagen, dass die Funktion — 

p p 

Mal Null oder unendlich in jedem der p Blatter wird, und 
deshalb Amal Null oder unendlich im Punkte a. 

Wir haben hier vorausgesetzt, dass die Riemannsche Flache 
nur p in @ zusammenhangende Blatter habe; sind mehr 
Blatter vorhanden, so gehéren zum Punkte @ mehr Reihen- 
entwickelungen, von denen jede ein System von Funktions- 
werten bestimmt, die cyklisch verschoben werden, wenn 2 eine 
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scheinbar geschlossene Kurve um a@ in den der Reihe ent- 
sprechenden zusammenhingenden Blattern beschreibt. 

82. Fiir eine eindeutige Funktion, die #mal Null in a 
wird, fanden wir 


f (2) = (e—a} (4, + 4, (e—a)+...), 
wahrend wir, wenn @ ein Pol von der Ordnung *& ist, erhalten 
f(2) =(e—a)—-*(B, + B(e—a)+...), 


wo in beiden Fallen die Reihe in der Klammer weder Null 
noch unendlich im Punkte @ wird. Durch Differentiation dieser 
Gleichungen erkennen wir die Richtigkeit folgendes Satzes: 

Wird eine eindeutige Funktion kmal Null in einem Punkte a, 
so wird ihre Abgeleitete (k—L1)mal Null in demselben Punkt; 
ist die Funktion kmal unendlich, so wird thre Abgeleitete (k+ 1) 
mal unendlich. Wo die Funktion endlich ist, ist die Abgeleitete 
es auch. 

Nun sei f(z) eindeutig in eiem gewissen einfach zusammen- 
hangenden Flachenstiick, das keine wesentlich singuléren Punkte 
enthalt. Wir wollen dann das Integral 


\dif(2), 


genommen in positiver Richtung langs der Begrenzung des 
Flachenstticks, untersuchen. Da /f(z) nur da unendlich ist, 
wo f(z) Nullpunkte oder Pole hat, so ist der Wert des Integrals 
gleich der Summe der Werte, die wir erhalten, wenn wir lings 
kleinen Kreisen um diese Punkte integrieren. Ist nun a ein 
Nullpunkt, so ist 

f(z) = (@—a'¢ (2); 


lf (z) =kl(z—a) + 1g (2); 


mithin 


das letzte Glied ist stetig in a; wir haben deshalb nur 


k\dl(z—a) = t\. Syl ea 
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Ist @ ein Pol, so besteht der Unterschied nur darin, dass 
wir —2aik erhalten. Ist n die Anzah] Male, welche die Funk- 
tion im ganzen Flachensttick Null wird, vermindert um die 
Anzahl Male, welche sie unendlich wird, so ist der Wert des 
Integrals also 2ain, 

Der Satz gilt auch fiir mehrdeutige Funktionen; ist a Null- 
punkt oder Pol und zugleich ein Verzweigungspunkt, in dem 


p Blatter musammenhangen , so erhalt man oben - anstatt h, 


aber das Integral muss dann, um eine wirklich geschlossene 
Kurve zu durchlaufen, pmal um den Punkt gefiihrt werden, 
so dass das Schlussresultat unverandert bleibt. 

Man sagt, das eine Funktion in einem gewissen Punkte 
unendlich wird auf dieselbe Weise wie eine andere Funktion, 
wenn der Unterschied der beiden Funktionen im Punkte end- 
lich ist; die notwendige und ausreichende Bedingung hierftir 
ist, dass diejenigen Teile der Reihenentwickelungen vom Punkte 
aus, die Glieder mit negativen Exponenten enthalten, iden- 
tisch sind. 

Die obenstehenden Entwickelungen gelten auch fiir @= 00; 
nur hat man, wie frtiher gezeigt, zu beachten, dass z—a mit 


: vertauscht werden muss. Ist die Funktion #mal Null oder 
unendlich in dem Punkte, so erhalten wir also beziehungsweise 
f (2) =2-*(4, + 4,271 +4 27+...) 
(@)=22(B, + Bie + Bie +. -.). 


oder 


Die letzte Reihe gilt ftir die ganze Ebene, wenn die Funk- 
tion nur den einen Pol co hat. Da die Funktion keinen singu- 
laren Punkt in z=0 hat, so muss 8,4; und alle folgenden 
Koefficienten Null werden, und man hat 


Gg) =U eee ee Dig 


Wir haben also folgenden Satz bewiesen: 
Eine Funktion, die in der ganzen Ebene eindeutig und 
endlich ist, und die im Punkte co einen Pol von der Ordnung 
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k hat, ist eine rationale ganze Funktion vom Grade k; istk= 0, 
so dass die Funktion auf der ganzen Kugel nicht unendlich 
werden kann, so muss sie konstant sein. 

Kann der Modulus der Funktion in der ganzen Ebene 
eine gewisse endliche Grésse nicht tibersteigen, so gilt das- 
selbe fiir die ganze Kugel, und die Funktion ist eine Konstante. 

83. Hat die Funktion keine wesentlich singuléren Punkte, 
sondern eine endliche Anzahl Pole a,, @,...@,, die beziehungs- 
weise von den Ordnungen f,, /,...%, sind, so erhalt man 
durch Multiplikation mit 


(2—a,)h(e—a,)... (@— ay) 


eine Funktion, die stetig in der ganzen Ebene ist. Ist sie nun 
zugleich Amal unendlich im Punkte co, so wird sie ein Poly- 
nem vom Grade / sein. Mithin: 

. ine eindeutige Funktion, die auf der ganzen Kugel nur 
Pole hat, ist eine rationale Funktion. 

Wir brauchen nicht hinzuzuftigen, dass die Pole in end- 
licher Anzahl vorhanden sein miissen; sind némlich uendlich 
viele Pole da, und teilen wir die Kugelflaiche in eine endliche 
Anzahl Teile, so mtissen, wie gross auch die Anzahl sein mag, 
wenigstens in einem der Teile unendlich viele Pole liegen; es 
muss also Punkte geben, in deren Niahe unendlich viele Pole 
liegen, aber solche Punkte sind wesentlich singulaére Punkte. 
So hat snz zwei Pole in jedem Periodenparallelogram; hier 
giebt es in der Ebene unendlich viele wohl getrennte Pole, und 
der wesentlich singulére Punkt tritt nicht deutlich hervor. 
Beim Ubergange zur Kugel dagegen schaaren sich die Pole 
unendlich dicht um den Punkt co, der der einzige wesentlich 
singulare Punkt der Funktion ist. 

Wir haben frtiher bewiesen, dass eine rationale Funktion 
auf der ganzen Kugel gleich oft Null und unendlich wird. Das 


folgt auch leicht aus dem oben bewiesenen Satz tiber \dif (2). 


Langs einem kleinen Kreise genommen, der keinen von den 
Nullpunkten oder Polen der Funktion einschliesst, ist das Inte- 
gral Null. Dieser Kreis begrenzt indessen auch den tibrigen 


ANDERE ANWENDUNGEN VON CAUCHYS INTEGRAL. 175 


Teil der Kugelflache, und dieser enthalt alle Nullpunkte und 
Pole; fiir diesen Teil ist also die Differenz, die wir mit n be- 
zeichneten, Null, und dadurch wird eben der angefiihrte Satz 
ausgedrtickt. 

Ks sei f(z) eine Funktion, die eindeutig und stetig in der 
ganzen Ebene ist, und die im Punkte co einen gewissen Wert 
a nicht annehmen kann. Die Funktion 


1 
2f9—@) 

ist dann Nullim Punkte oo, so dass dieser ein Pol ftir 2(f(z)— a) 
ist; daraus folgt, dass f(z) eine rationale Funktion ist. Hieraus 
ersehen wir, dass eine transcendente Funktion, die eindeutig und 
stetig in der ganzen bene ist, alle Werte im Punkte co haben muss. 

84. ine Funktion, die auf einer nblittrigen Riemannschen 
Kugelfliche keine anderen singuléren Punkte hat als Verzwei- 
gungspunkte und Pole, ist eine algebraische Funktion, bestimmt 
durch eine Gleichung nten Grades mit rationalen Koefficienten. 

Fur einen willktirlichen nicht singularen Wert von 2 seien 
die Werte der Funktion in den  Blattern wu,, u,...u,3; wir 
wollen dann den Ausdruck 


S=(s—w,)(s—u,)...(s— un) 


betrachten, wo der Buchstabe s eine nicht niaher bestimmte 
Grésse bezeichnet. Lassen wir z einen beliebigen, scheinbar 
geschlossenen. Weg beschreiben, so werden die verschiede- 
nen Werte von w unter einander vertauscht, aber S behalt 
wegen der Symmetrie seinen Wert. S kann nur in den 
Polen der Funktion unendlich werden, und in diesen nur eine , 
endliche Anzahl Male.)} S ist also eindeutig auf der ganzen 
Kugel und hat keine wesentlich singularen Punkte. Nach 83 
muss S dann eine rationale Funktion von 2 sein; ordnet man 
diese nach dem Buchstaben s, so erhalt man einen Ausdruck, 
der vom nten Grade in s ist, und dessen Koefficienten ratio- 
nale Funktionen von z sind. Dadurch ist der Satz bewiesen, 
denn S=O bestimmt die » Werte der Funktion. 
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Wir kénnen leicht den Faktor finden, mit dem wir die 
Gleichung multiplicieren miissen, um sie auf ganze Form zu 
bringen; ist namlich @ ein Pol von der Ordnung a fir w,, 
so wird 

(s—u,)(e — aye 


im Punkte a endlich werden; ist 6 ein Pol von der Ordnung 
3 und zugleich Verzweigungspunkt fiir u,, w,... up», so wird 


p 
(s—u,)(s—wu,) ... (8 — up») (2—d)F 


im Punkte & endlich werden. Wir ersehen daraus, dass wir, 
wenn S mit einem passenden durch die Pole bestimmten Aus- 
druck von der Form (e—a)a (e—d)8 ... multipliciert wird, ein 
neues Polynom erhalten, dass in keinem der Pole unendlich 
wird und deshalb Koefficienten haben muss, die ganze Funk- 
tionen von @ sind. 

85. Hine Funktion, die konstant ist auf einem noch zo 
kleinen endlichen Kurvenstiicke, das innerhalb der Begrenzung 
eines Eldchenstiickes, in dem die Funktion eindeutig und. stetig 
ist, belegen ist, hat tiberall denselben konstanten Wert. 

Wir kénnen némlich die Funktion in einer innerhalb eines 
gewissen Kreises gtiltigen Potenzreihe von einem Punkte der 
Kurve aus entwickeln; die Kurve ist ausreichend fiir die Be- 
stimmung aller Differentialquotienten, und diese werden alle 
Null, da die Funktion konstant auf der Kurve ist. Die Reihe 
wird also auf ihr konstantes Glied reduciert, und die Funktion 
ist deshalb konstant innerhalb des ganzen Kreises. Von diesem 
aus lisst sie sich nun durch neue Potenzreihen erweitern, und 
da diese alle auf ihre konstanten Glieder reduciert werden, 
so erhalt die Funktion den konstanten Wert so weit wie die 
Erweiterung sich fiihren lasst. Diese kann nicht zu einem 
Verzweigungspunkt fiihren, denn in der Nahe eines solchen 
muss die Funktion mehrere Werte haben; sie kann auch nicht 
zu einem Pol oder einem wesentlich singularen Punkt fihren, 
denn in der Nahe von solchen muss der Wert der Funktion 
entweder so gross sein wie man will, oder unbestimmt. Da- 
gegen kann es als méglich erscheinen, dass die Erweiterung 
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verhindert wird durch eine geschlossene Kurve, die sich nicht 
liberschreiten lasst. Wir haben diesen Fall in der That bei 
dem Cauchyschen Integral getroffen, das den Wert Null 
ausserhalb der Randkurve erhielt. Nun haben wir jedoch 
unseren Funktionsbegriff derartig bestimmt, das eine innerhalb 
eines gewissen Flachensttickes definierte monogene Funktion 
immer um so viel erweitert gedacht werden soll, als sich tiber- 
haupt thun lasst ohne die Monogenitaét (einzelne Punkte aus- 
genommen) zu zerstéren, gleichgtiltig durch welche Mittel die 
Krweiterung geschieht. Man braucht sich, wie friiher erwahnt, 
nicht einmal zu denken, dass die Erweiterung durch Reihen 
oder Integrale oder andere analytische Mittel geschieht. Wenn 
also Cauchys Integral uns eine Funktion als konstant ausser- 
halb der Begrenzung des Flachenstticks definiert hat, so kénnen 
wir selbst der Funktion denselben konstanten Wert in dem 
ubrigen Teil der Ebene geben; dadurch haben wir sie auf die 
ganze Ebene erweitert ohne die Monogenitét dadurch aufzu- 
heben. Ziehen wir die Randkurve des Flichenstticks zusammen, 
so erhalten wir dieselbe Erweiterung. Deshalb mtissen wir 
sagen, das Cauchys Integral zwei verschiedene Funktionen de- 
finiert, eine ausserhalb und eine innerhalb der Randkurve. 
Von diesen lasst die erste sich auf die ganze Ebene erweitern, 
wahrend das bei der letzten nicht der Fall zu sein braucht. 

86. Wenn ewei Funktionen auf einem noch so kleinen 
endlichen Kurvenstiick tibereinstimmen, das innerhalb der Be- 
grenzung eines LE ldchenstiicks liegt, in welchem sie beide ein- 
deutig und stetig sind, so sind die Funktionen identisch. 

Die Differenz zwischen den beiden Funktionen hat den 
Wert Null auf dem kleinen Kurvensttick und deshalb auch in 
jedem Flachensttick, auf das die beiden Funktionen sich er- 
weitern lassen. Es ist unméglich, dass die eine sich auf ein 
gewisses Flichensttick erweitern lasst, und die andere nicht, 
denn in diesem Falle wiirde die Erweiterung der ersten auch 
fir die zweite gelten. Der Satz gilt deshalb in einem Flachen- 
sttick, in dem beide Funktionen definiert sind und ausserhalb 
dessen keine von ihnen Bedeutung hat. 

Man kann sagen, dass dieser von Riemann aufgestellte Satz 

12 
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die Grundlage fiir die ganze Funktionstheorie bildet, da nur er 
allein die Méglichkeit eines scharf begrenzten Funktionsbegritfes 
zeigt. Er zeigt, dass eine Funktion nur fiir ein noch so kleines 
Kurvensttick definiert zu sein braucht, um dadurch vollkommen 
bestimmt zu sein. 

87. Inder positiven Halbebene denken wir uns ein Flachen- 
sttick 7., zu dessen Begrenzung ein Sttick 7 von der Axe der 
reellen Zahlen gehért. Eine Funktion w= f(¢) wird als stetig 
und eindeutig im Flichensttick und auf dessen ganzer Be- 
erenzung gedacht, wobei ihre Werte auf / reel sind. 

T, sei das Flichensttick, das symmetrisch zu 7, mit Be- 
zug auf die Axe liegt. Lassen wir konjugierten Werten von 
2 konjugierte Funktionswerte entsprechen, so erhalten wir eine 
in 7, eindeutige und stetige Funktion bestimmt. H. A. Schwarz 
hat bewiesen, dass diese die Fortsetzung von f(z) viber Ll hinaus 
darstellt, (Erweiterung durch Spiegelung). 

Um das zu zeigen, betrachten wir den Ausdruck 


! \ g (t) ie 


Int Jt—z2 


wo das Integral positiv langs dem Rande des gesammten Flichen- 
sticks 7+ 7’, zu nehmen ist, und wo q(t) die Randwerte von 
f(z) in der positiven Halbebene, und die konjugierten Werte 
in der negativen Halbebene bezeichnet. Der Ausdruck defi- 
niert, wie man leicht erkennt, eine im Flachensttick 7, + 7, 
monogene. eindeutige und stetige Funktion. Von dieser lisst 
sich zeigen, das sie in 7 mit w zusammenfallt, und dadurch 
ist der Satz bewiesen. 

Wir kénnen namlich das Integral in zwei andere zerlegen, 
von denen das eine positiv um 7’, das andere positiv um 7, 
herumgeftihrt wird; dabei wird namlich /, worauf die beiden 
Funktionen denselben Wert haben, zweimal in entgegengesetzten 
Richtungen durchlaufen. Ist z ein Punkt in 7', so erhalt nach 
Cauchys Satz das erste Integral den Wert f(z), wahrend das 
andere, da 2 ausserhalb T, liegt, den Wert Null erhalt. Die 
Summe der beiden Integrale ist also f(z). 
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88. Wir kénnen den Begriff Spiegelung erweitern, indem 
wir die Ebene einer beliebigen konformen Abbildung unter- 
werfen; dadurch wird die Axe der reellen Zahlen als eine ge- 
wisse Kurve abgebildet, und die Bilder von zwei konjugierten 
Punkten heissen dann die Spiegelbilder von einander mit Bezug 
auf diese Kurve. Besonderes Interesse hat der Fall, wo die 
Ebene durch eine lineare Transformation abgebildet wird. Die 
Axe wird dadurch als ein Kreis abgebildet; ist 2 ein Punkt in 
der Ebene, so wird der konjugierte Punkt als Schnittpunkt von 
zwei Kreisen bestimmt, die durch z gehen und die Axe unter 
rechten Winkeln schneiden. Da Kreise als Kreise abgebildet 
werden und die Winkel unverandert bleiben, so lasst sich die- 
selbe Konstruktion auf das Bild anwenden. Als den einen 
Kreis kann man den Radius durch den Punkt benutzen; da 
der andere den Radius zu einem von seinen Schnittpunkten 
mit dem Bild der Axe bertihren muss, so wird der Radius 
dieses Bildes die mittlere Proportionale zwischen den Abstan- 
den seines Mittelpunktes von den beiden Punkten, die Spiegel- 
bilder von einander sind, Dieses Resultat lasst sich folgender- 
massen aussprechen: 


Das Spiegelbild eines Punktes mit Bezug auf einen Kreis 
findet man durch eine Inversion, fiir welche der Mittelpunkt des 
Kreises Inversionscentrum ist, und die keine von den Punkten 
der Kreisperipherie verlegt. 


89. Ist f(z) eine in der ganzen Ebene eindeutige und ste- 
tige Funktion, und haben die Gleichungen f(z)= a und f(z) = 4, 
wo a und b zwei endliche Grissen bedeuten, keine endlichen 
Wurzeln, so ist f(z) konstant. (Picard.) 

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, miissen wir einige 
Bemerkungen tiber die elliptischen Modulfunktionen, die spater 
er'wihnt werden sollen, vorausschicken. 

Bei dem ersten elliptischen Integral ist das Verhaltnis 
K':K eine unendlichdeutige Funktion von #’, die wir durch 
M(k’) bezeichnen wollen, Die Funktion hat nur Verzweigungs- 
punkte in /?=0, 1 und co, und ist deshalb eindeutig und stetig 


innerhalb jeder geschlossenen Kurve, die nicht einen von den 
12% 
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Punkten 0 und 1 einschliesst. Die Funktion kann ferner ftir be- 
liebige Werte von #* nur Werte annehmen, deren reeller Teil 
positiv ist. 

Setzen wir nun 


, fale 
p(T 4, 
so ist (ec) eindeutig und stetig in der ganzen Ebene und kann 
die Werte 0 und 1 nicht annehmen. Die Funktion M(9(e)) 
ist also eine Funktion, die eindeutig und stetig in der ganzen 
Ebene ist, und die nur Werte annehmen kann, deren reeller Teil 
positiv ist. Die Funktion e-(y®) ist dann auch eindeutig und 
stetig in der ganzen Ebene und hat Werte, deren Modulus den 
Wert 1 nicht iibersteigen kann. Eine soleche Funktion ist je- 
doch eine Konstante (82), und das ist wieder nur méglich, 
wenn /(z) eine Konstante ist. 

Picard hat seinen Satz zu dem folgenden erweitert, dessen 
Beweis wir erst spiter geben kénnen, da er genauere Bekannt- 
schaft mit der Theorie der Modulfunktionen voraussetzt: 

Wenn unter den angefiihrten Bedingungen die beiden Glei- 
chungen f{(z)=a und f(z)=6 nur eine endliche Anzahl end- 
licher Lisungen besitzen, so ist f (2) eine ganze rationale Funktion"). 

90. Zeichnen wir um einen wesentlich singuldéren Punkt 
als Mittelpunkt einen Kreis, so nimmt die Funktion imner- 
halb der Kreisperipherie alle méglichen Werte wnd jeden von 
thnen unendlich oft an, wie klein auch der Radius des Kreises 
sein mag. 

Es sei f(z) eine ganze transcendente Funktion, so dass 
der Punkt co der einzige singulare Punkt ist. Nach den Siatzen 
von Picard hat die Gleichung f(z) =a ftir jeden Wert von a, 
vielleicht mit Ausnahme eines einzigen, unendlich viele Wurzeln. 
Wie wir bewiesen haben, bringt dies mit sich, dass die Moduln 
der Wurzeln tiber jede Grenze hinaus wachsen miissen; es 
mussen also Wurzeln, und zwar unendlich viele, innerhalb der 
Peripherie des kleinen Kreises vorkommen. Fir den Ausnahme- 
wert von a, der méglicherweise vorkommt, werden alle Wur- 


1) Annales de l’Ecole normale, 2. série, IX. 
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zeln unendlich. Die Funktion nimmt also innerhalb der Kreis- 
peripherie alle Werte, und zwar unendlich oft an. 

Wir haben bewiesen, dass jede eindeutige Funktion sich auf 
eine fiir die ganze Ebene gtiltige Weise durch eine Summe von 
Reihen ausdriicken lasst; ist a ein wesentlich singularer Punkt, so 


wird eine von den Reihen nach Potenzen von 


fortschreiten, 


und wenn wir den Punkt @ untersuchen wollen, so kénnen 
wir uns damit begntigen diese Reihe zu betrachten, da der — 
ubrige Teil der Funktion fiir z=qa@ den einen oder anderen 
konstanten Wert annimmt. Nun stellt die Reihe eine ganze 


transcendente Funktion von oe dar, und die Funktion nimmt 


deshalb alle méglichen Werte an in der Nahe von ~ e — os 


oder in der Nahe von z=a. Eine specielle Form dieses Satzes 
wurde oben S. 175 bewiesen. 

91. Ist f(t) = A+iB, so kénnen die reellen Funktionen A 
und B kein Maximum oder Minimum in einem Fldchenstiick 
haben, in dem f(t) eindeutig und stetig ist. 


Setzt man namlich in dem Integral von Cauchy 
ze—t=r(cosg+z7sin g), 
wo 7 konstant ist, so erhalt man, wenn f(¢+ r(cosg + 7 sin g)) = 
utter, 


1 alr { 92 
Avs ae \we B = Nous: 


vo 


hieraus geht hervor, dass ftir jeden Punkt ¢ des Flachenstticks 
A der Mittelwert ist von den Werten. welche der reelle Teil 
von f(z) annimmt auf einem Kreise mit ¢ als Mittelpunkt. Wir 
kénnen uns den Radius dieses Kreises unendlich klein denken 
und sehen dann, dass A nicht grésser oder kleiner sein kann 
als alle Werte des reellen Teils in den Nachbarpunkten. Eine 
ahnliche Betrachtung gilt fir B. 

Hieraus folet, dass die Funktionen A und B, wenn sie 
nicht konstant sind, nicht ihren gréssten oder kleinsten Wert 
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in einem von den inneren Punkten des Flichenstticks haben 
kénnen; diese Werte mtissen sich deshalb auf der Begrenzung 
des Flachensttickes finden. Hat eine von den Funktionen auf 
der ganzen Begrenzung einen bestimmten konstanten Wert, so 
muss sie also denselben Wert im ganzen Fliichensttick haben. 
Dass dieser Satz mit Vorsicht zu benutzen ist, zeigt die Funk- 
tion cee diese liefert 
i+e 
j1H@+y), 
a Meee, 


hier ist_4=0 auf der ganzen Peripherie des Kreises x* + 7’ = 1, 
ausgenommen im Punkte (—1,0), wo der Wert unbestimmt ist. 


ANALYTISCHE FUNKTIONEN, 


bo 


92. Im Vorhergehenden sind wir dem hauptsichlich von 
Cauchy und Riemann begritindeten Wege in der Funktions- 
theorie gefolet. Wir haben uns dadurch einen Funktionsbegriff 
gebildet, der, wenn er auch zu den in der Analysis gewohn- 
lich behandelten Funktionen stimmt, dennoch unabhangig von 
jedem analytischen Ausdruck ist. Wir kénnen uns, wie frtiher 
erwahnt, denken, dass wir in einem kleinen Flachensttick auf 
die eine oder andere Weise jeden Punkt z; mit einem ent- 
sprechenden Werte y; versehen; dadurch wird in der Regel 
keine monogene Funktion bestimmt sein; sind aber die Werte 
g so beschaffen, dass 

G—i 


2—2; 


denselben Wert erhalt, einerlei wie z; sich 2 nahert, so ist 
eine Funktion dadurch vollstindig bestimmt mit allen ihren 
Verzweigungspunkten, Polen und wesentlich singularen Punkten. 
Wir haben bewiesen, dass eine soleche Funktion sich von jedem 
nicht singularen Punkte aus in einer Potenzreihe mit ganzen 
Exponenten entwickeln lasst, die innerhalb einer gewissen Kreis- 
peripherie giltig ist. 

Weierstrass geht den entgegengesetzten Weg; er beginnt 
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mit der Potenzreihe als Definition ftir eine Funktion innerhalb 
des Konvergenzkreises. Er nennt die Funktion analytisch und 
die Reihe ein Funktionselement. Durch Hinzuftigung von neuen 
Reihen wird die Funktion so viel wie méglich erweitert (ana- 
lytische Fortsetzung der Funktion). Der Stetigkeitsbereich der 
Funktion begreift alle diejenigen Punkte in sich, von denen aus 
sie in einer, in der Umgebung des Punktes geltenden Potenz- 
reihe entwickelt werden kann. Der Stetigkeitsbereich der Funk- 
tion wird von den singuléren Punkten begrenzt, die einzeln 
vorkommen kénnen oder geschlossene Kurven bilden. Da eine 
Potenzreihe, wie wir bewiesen haben, eine monogene Funktion 
definiert, und jede monogene Funktion in einer Potenzreihe 
von jedem nicht singuléren Punkte aus entwickelt werden kann, 
so decken sich die Begriffe monogen und analytisch. 

93. Wahrend die Erweiterung einer Funktion durch Potenz- 
reihen in theoretischer Beziehung gentigt, so sind jedoch in 
speciellen Fallen andere Entwickelungsmethoden sehr oft be- 
quemer, und Riemanns Satz, dass eine flir ein gewisses Flachen- 
sttick definierte Funktion nur eine einzige Fortsetzung hat, ein 
Satz, der wiederum eine unmittelbare Folge des Cauchyschen 
Integrales ist, muss deshalb immer einer von den Hauptsiatzen 
der Funktionstheorie bleiben. Als Anwendung wollen wir den 
versprochenen Beweis geben ftir Schwarz’ Satz tiber Funk- 
tionen, die Additionstheoreme haben. 

Bezeichnet w wie frtiher das Ade/sche Integral, genommen 
bis zum Punkte (z, s), so kénnen wir setzen 


s=Q(u); z=wp(u), 


wo (wv) und w(w) Potenzreihen bedeuten, die jedenfalls fir 
Punkte w gelten, die innerhalb einer Kreisperipherie liegen mit 
dem Mittelpunkt im Nullpunkt und einem gewissen Radius a. 
Nun haben wir bewiesen, dass man Summe und Produkt zweier 
Reihen, die unbedingt konvergent in einem gewissen Kreise 
sind, als Reihen darstellen kann, die unbedingt konvergent in 
demselben Kreise sind; wir kénnen mit anderen Worten (2) 
und y(2u) als Briiche darstellen, deren Zahler und Nenner 
Potenzreihen sind, die nach Potenzen von w fortschreiten und 
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im Kreise mit dem Radius a konvergent sind. Setzen wir nun 
iiberall }« an die Stelle von wu, so erhalten wir Ausdriicke 
fiir p(w) und w(u), und zwar Brtiche, deren Zihler und Nenner 
Potenzreihen sind, deren Konvergenzkreis den Radius 2a hat. 
Wenn wir auf dieselbe Weise fortfahren, so erhalten wir s 
und < als Funktionen von w eindeutig definiert in der ganzen 
Ebene; das ist aber nur méglich, wenn das Integral w auf 
einer Kurve yom Geschlechte 0 oder 1 genommen ist (47). 
Die Erweiterung ist hier, wie man sieht, nicht direkt durch 
neue Potenzreihen ausgeftihrt, sondern durch Brtiche, deren 
Zahler und Nenner solche Reihen sind. 

Als ein zweites Beispiel kénnen wir die Funktion JI’(z2) 
nehmen. Diese wird wie bekannt im allgemeinen definiert durch 


ete) oe \e—*aetda, 


0 


aber diese Definition hat nur Sinn, wenn der reelle Teil von 
2 positiv ist. 
Setzt man dagegen mit Gauss 


r(z) = lim MRE le Re py 
2(1+%)(14 S\e (i 2 
1 Ws n 


so erhalt man J’(z) als eine in der ganzen Ebene eindeutige 
Funktion definiert. Dass sie, wenn der reelle Teil von z posi- 
tiv ist, mit dem obengenannten Integral zusammen fallt, er- 
kennt man leicht, wenn man in der Formel 


L ree 5 ry ‘ 
a2 durch * ersetzt und » bis ins Unendliche wachsen lasst. 
/ 


KAPITEL X. 


BESTIMMUNG DER FUNKTIONEN DURCH JHRE NULLPUNKTE 
UND SINGULAREN PUNKTE. 


GANZE TRANSCENDENTE FUNKTIONEN. 


94. Wir wollen nunmehr auf eine nahere Untersuchung 
ganzer transcendenter Funktionen eingehen; von diesen wissen 
wir, dass sie einen wesentlich singuléren Punkt im Punkte co 
haben, und dass sie sich von einem beliebigen Punkte der 
Ebene aus in Potenzreihen entwickeln lassen, die unbedingt 
konvergent sind fiir alle endlichen Werte von z. Ist u=f(z) 
die Funktion, so wird z als Funktion von w unendlichdeutig. 
Das folgt aus Picards Satz, nach dem die Gleichung f(z) = wu 
fiir héchstens einen endlichen Wert von w eine endliche An- 
zahl von Lésungen haben kann. Zur Funktion z gehért also 
eine Riemannsche Flache mit unendlich vielen Blattern, und 
diese werden auf der 2-Ebene so abgebildet, dass diese gerade 
einmal tiberdeckt wird. 

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dass 
eine Potenzreihe 2a,2” eine ganze Funktion darstellt, ist die 
(Hadamard), dass 


:; 
Van 


gleichmassig nach Null zu konvergiert. Wir verstehen hier- 
unter, dass man, wenn « eine beliebig kleine gegebene positive 
Grosse darstellt, ein solches » finden kann, dass ftir dieses und 
grossere 7” 


{ae ae ae 
Van <& 


Dass diese Bedingung notwendig ist folgt daraus, dass 
‘a,2”| fiir ein beliebiges 2 nach Null zu konvergieren soll; sie 
ist ausreichend, weil 


eqet(-Planere tt) cles laz|e he pe. 
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woraus folgt, das die gegebene Reihe ftir einen beliebigen Wert 
von 2 unbedingt konvergiert. t 

Ganze transcendente Funktionen geben bei Addition oder 
Multiplikation wieder ganze, im allgemeinen transcendente Funk- 
tionen. Bei Division wird der Quotient eine Funktion, die dort 
Pole hat, wo der Divisor Nullpunkte hat, wenn ein solcher Null- 
punkt nicht zugleich Nullpunkt von derselben oder hdherer 
Ordnung fiir den Dividenden ist. Ist dieses jedoch mit allen 
Nullpunkten des Divisors der Fall, so wird der Quotient eine 
ganze transcendente Funktion, und wir wollen sagen, dass die 
Division aufgeht. 

95. Kine ganze rationale Funktion ist bis auf einen kon- 
stanten Faktor durch ihre Nullpunkte bestimmt; wir wollen 
untersuchen, ob ein analoger Satz fiir ganze transcendente 
Funktionen gilt. Von den Nullpunkten wissen wir, dass sie 
yon endlicher Ordnung sind, und dass sie sich nur im Punkte 
co so zuzammenhiufen kénnen, dass unendlich viele in ein 
endliches Flachensttick fallen. Indem wir sie mit a,, a,... be- 
zeichnen, nehmen wir zugleich an, dass sie nach der Grésse 
ihrer Moduln geordnet seien, so dass |a, | bis ins Unendliche 
mit m wiichst. Der Einfachkeit wegen wollen wir annehmen, 
dass sie alle von der Ordnung 1 sind, da die tibrigen Falle 
sich als Grenzfille betrachten lassen. 

Nun haben wir, wenn die gegebene Funktion f(z) ist, und 
f,(2) eine Funktion bezeichnet, die auch ganz transcendent ist 
und nicht Null wird fir 2=a,, sondern fiir @,, a,..., 


[ (2) Fe a= a)f, (2); 


fe. 1. fe 
f(@) 2-4," 7,.@) 


und, wenn wir auf dieselbe Weise fortfahren, 


pleyuntaick ! 1 f'n(2) 
(1) - + + + #,(2)" 


f(z) 2-4, 2— a, Pease 
wo f,(z) eine ganze transcendente Funktion bedeutet, die die- 
selben Nullpunkte hat wie f(z) mit Ausnahme von 4q,, a,...d,. 


woraus 
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Nun fragt es sich, ob wir in der gefundenen Formel » bis 
ins Unendliche wachsen lassen kénnen. Es ist klar, dass dies 
sich nicht thun lasst, wenn die unendliche Reihe von Briichen 
divergent wird; wir wollen deshalb vorlaufig voraussetzen, dass 
sie ftir alle endlichen, von den Gréssen a verschiedenen Werte 
von z unbedingt konvergent wird. Die Bedingung hierfir ist 


Bes 
die, dass Si konvergent ist; man hat namlich 


Le lalaet 


wo der letzte Faktor sich 1 naéhert, da 2) fiir hinreichend grosse 
nm gegen |a@,| verschwindend ist. 

Man darf jedoch nun nicht schliessen, dass die Konvergenz 
der Reihe es mit sich bringen muss, dass das Restglied gegen 
Null konvergiert, sondern nur, dass es gegen eine in der ganzen 
Ebene endliche Funktion konvergiert. Es geht hier wie bei 
der Zerlegung rationaler Brtiche, wo der ganze Teil des Bruches 
keinen Einfluss hat auf die Zahler der bei der Zerlegung ent- 
standenen brtiche. 

Indessen kénnen wir die obenstehende Formel auf eine 
soleche Weise bilden, dass wir Mittel zur Untersuchung des 
Restgliedes erhalten. Wir kénnen namlich Cauchys Integral 
anwenden, wie es bei der Entwickelung von Laurents Reihe 
gezeigt wurde. Wenn wir die Pole a,, a,...a, ausschlies- 
sen, so erhalten wir n Reihen, die hier jedoch jede nur aus 
einem Gliede bestehen; wir erhalten also die » Brtiche und 
erkennen, dass das Restglied bestimmt wird durch das Cauchysche 
Integral, genommen langs einem Kreise, der die » Pole um- 
schliesst. Néhert dieses Integral sich Null bei wachsendem », 
so fallt das Restglied fort. 

Beispielsweise wollen wir f(z) =sin az betrachten, deren 
Nullpunkte alle ganzen Zahlen sind; wir erhalten dann 


pari at ign sein A xy? 
ae caer Ses erat res 24-9 ab: 
1 1 1 
a V2 rr 9 els 
oh (sa +e 
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wo die Reihe konvergent ist, und wir also das Restglied 


Qi be 


ae 


1 corse 


zu untersuchen haben. 

Wir brauchen nut kleine Werte von 2 zu betrachten, weil 
die Funktion dadurch hinreichend bestimmt ist, und da («| 
bis ins Unendliche wachsen soll und der Zihler endlich bleibt, 
so kann das Glied 2 fortgelassen werden. Setzen wir «= 
a (cos? +7 sin @), so erhalten wir 


Qnriz 9 i 
: e2tint | ea 2tesin yy + | 
dx:x=id®@; cotax =i- i 


e2tie_{— “ e—Baasin G74 — 1’ 

wo m eine Grésse darstellt, die mit @ variiert, aber den Mo- 
dulus 1 hat. Hieraus ersehen wir, dass cot aw auf einem un- 
endlich grossen Kreise den Wert —i auf dem oberen, und +7 
auf dem unteren Halbkreise hat. Die Integrale langs diesen 
beiden Halbkreisen heben sich deshalb auf. Ftir sin @6=0O ist 
der Wert unbestimmt, aber endlich, da wir voraussetzen dtirfen, 
dass der Kreis durch keinen Pol geht. Diese Werte sind des- 
halb ohne Bedeutung fiir das Integral, welches sich also Null 
nihert, wenn « bis ins Unendliche wachst. 

Als wir oben das logarithmische Differential emer ganzen 
transcendenten Funktion betrachteten, ergaben sich alle Resi- 
duen gleich 1. Unsere Bemerkungen gelten jedoch: auch fiir 
andere eindeutige Funktionen mit unendlich vielen Polen, nur 
dass man dann irgend welche beliebige Residuen erhalten kann. 

So hat 
al 


cosec 2 => 


et? —e—t 


Pole in den Punkten pax, wo p alle ganzen Zahlen bedeutet. 
Fir z=r (cos 6+ isin 8) wachst e” bis ins Unendliche mit r, 
wenn sin @ negativ, nimmt aber ab gegen Null, wenn sin @ po- 
sitiv. Mit e~* verhallt es sich umgekehrt. Cosec 2 nimmt 
also ab gegen Null fiir alle Werte von 6, ausgenommen wenn 
sin 9=0. Da also das Integral auf dem unendlich grossen 
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Kreise Null ist. so hat man giiltig fiir die ganze Ebene, wenn 
man je zwei Brtiche zusammenzieht, 
22 a2 22 


1 
ape oe 2 - POE a (2 )*— 2 i (3 n)'— Pe 


Es koénnte den Anschein haben, als ob wir hier zu einem 
Resultat gelangt waren, das in Widerspruch steht zu dem friiher 
erwahnten Satz, dass eine Funktion in der Nahe eines wesent- 
lich singularen Punktes alle Werte annimmt, denn wenn 2 sich 
auf der Axe der reellen Zahlen bis ins Unendliche entfernt, 
erhalt cosec 2 nur reelle Werte. Indessen haben wir zu beachten, 
dass wir fir g=x+/y nicht nur sin 8=0 erhalten ftir y =0, 
sondern auch fiir ein endliches y, wenn x unendlich ist; lassen 
wir z sich auf alle dadurch bestimmten Arten bis ins Unend- 
liche entfernen, so erhalten wir in der That alle Werte. 

96. Wir kehren nun zurtick zu unserer Entwickelung von 
f @) 

f(z)” 
wenn wir mit dz multiplicieren, integrieren und zu Zahlen 
tibergehen, 


(2) f(z) = alles | ie =) (1 =): oy 


1 2 


Konvergiert das Restglied gegen Null, so erhalten wir, 


wo C eine Konstante bedeutet, und das Produkt bis ins Un- 
endliche fortgesetzt wird. Es ist im allgemeinen bedingt kon- 
vergent, da wir vorausgezetzt haben, dass die Nullpunkte nach 
der Grésse ihrer Moduln geordnet sind. 

Wenn das Restglied in (1) sich einer Funktion an nahert, 
so muss g(z) ohne Nullpunkte sein, die Funktion also holo- 
morph in der ganzen Ebene; sie lasst sich dann darstellen durch 
eine in der ganzen Ebene giiltige Potenzreihe, wenn die Koeffi- 
cienten dieser sich bestimmten endlichen Grédssen nahern. Die 
Reihe von Briichen muss in diesem Falle konvergent sein, und 


man erhalt , 
(3) f (2) = ev) (—) (1 = ae 


a, 


wo w(z) eine ganze transcendente Funktion bedeutet. 
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Anders verhalt es sich, wenn die Koefficienten bis ins Un- 
endliche wachsen; in diesem Falle muss die Reihe von Briichen 
divergent sein; und umgekehrt, wenn die Bruchreihe divergent 
ist, muss w mit » bis ins Unendliche wachsen. In diesem 
Falle muss man die Teilung in Reihe und Restglied auf eine 
andere Weise machen. 

Wir wollen beispielsweise J"(z) betrachten; aus der Defi- 
nition von Gauss folgt flr m= co 


+...4+- am — In. 
e+n 
Hier ist die Reihe divergent, und das Restglied —dmn, das 
von der Integration auf dem Kreise mit dem Radius 7» her- 
riihren muss, wichst mit bis ins Unendliche; nun ist indessen 
fiir unendlich grosse », wenn C die Hulersche Konstante be- 


deutet, 


1 1 
ae: eae ee 


1 
eseitre gt 5 * 


man kann also setzen 


2+1 pa a) 
1 1 
* (sa —a)tes 


dadurch ist eine konvergente Reihe und ein endliches Rest- 
glied gebildet; man erhdlt daraus 


(4) aS = eT] (1 e *) leek 


Faktoren von der hier vorkommenden Form oder allge- 
meiner von der Form 
(1 olor, : 
-@ 


wo y eine ganze, rationale oder transcendente Funktion von 2 
bedeutet, die @ als Parameter enthalt, werden von Weierstrass 


GANZE TRANSCENDENTE FUNKTIONEN. 191 


primire Faktoren genannt; ein jeder solcher bestimmt, wenn 
er gleich Null gesetzt wird, nur den einen Nullpunkt a, da 
der exponentielle Faktor nicht Null werden kann. 

Weiss man, dass eine ganze transcendente Funktion die 
Nullpunkte a,, a,... hat, ist die Funktion aber im tibrigen 
nicht bekannt, so kann man ihre allgemeine Form suchen. 


| | 
Ist Ds | - konvergent, so ist in (1) die Reihe der Brtiche 


unbedingt konvergent. Das Restglied muss sich dann fiir 
wachsende » dem logarithmischen Differential einer ganzen 
transcendenten Funktion ohne Nullpunkte nahern. 

Da deren Logarithmus nicht in der ganzen Ebene unend- 
lich werden kann und deshalb eine ganze transcendente Funk- 
tion sein muss, so erhalten wir, wenn wir diese mit G(z) be- 
zeichnen, durch Integration 


(5) f= eson(i— *); 


wiciar 3 


dieser Ausdruck giebt also die ftir die ganze Ebene geltende 
allgemeine Form der gesuchten Funktion an. 


97. Ist die Reihe >, | : nicht konvergent, so kann man 


im allgemeinen eine konvergente Reihe 


bilden, wo p eine gewisse, positive ganze Zahl bedeutet, von 
der wir annehmen, dass sie die kleinste ist, ftir welche die 
neue Reihe konvergent ist. Die Reihe 


2P 


oa aw, (e—a,) 


ist dann unbedingt konvergent, denn es ist 


oie | ue ee 


| | 
Doar Se Sie -| 
| | pti | 

a? (2—ay) | ee 
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wo der letzte Faktor, da 2 endlich ist, ftir wachsende » sich 
\2P| néhert. 


Nun ist identisch 


2p 1 i! 2 gp—l 
= + Brie reine Rar 


a? (2—a,) 2—On On a a 


wir erhalten also eine unbedingt konvergente Reihe, wenn wir 


zu jedem der Briiche : das Polynom 


S—Uy 
1 Zz des 
+ og ; 
a a a 


hinzufiigen, und dies muss es dann mit sich bringen, dass das 
Restglied sich einer endlichen Funktion nahert. Setzen wir 


2 Ca 2 2D (2) 
+—+...+—<= Gal? 
Ay 9a? 3a* par In ’ 


n n 


so erhalten wir durch Integration 


(6) (2) =e) (1 — = \ canta), 

Ist g,(2) vom Grade p und G(z) nicht von héherem Grade, 
so sagt Laguerre, die Funktion sei vom Genre p. Hierbei wird 
jedoch vorausgesetzt, dass das Produkt unbedingt konvergent 
ist. So ist = ee als Funktion von 2’ vom Genre QO, aber als 
solche von z vom Genre 1. (Man vergleiche oben den Aus- 

2 1 
druck fiir Te) 

Es ist aber méglich, dass die oben betrachtete Reihe fiir 
kein endliches p konvergent wird; so ist z. B. die Reihe 


1 
= (n)e 


fiir alle p divergent; man hat namlich 
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Sn > es 
(ln)? 
und diese Grésse wachst mit ohne Grenze. 
In diesem Falle kann man fiir p eine mit » wachsende 
Zahl setzen, z. B. mit Weierstrass p=n; die Reihe 


| 4 |x+4 
2 |7,| 


ist namlich, wie man leicht durch Cauchys Satz sieht, immer 
konvergent. Die Entwickelung ist tibrigens dieselbe wie oben, 
und man erhalt wie dort die Formel (6), nur dass das Polynom 
gn(2) vom Grade n—1 wird. 

Die Zahl p ist jedoch hier viel grésser als notwendig 
genommen; bei der folgenden Methode, die fiir alle Fille gilt, 
werden die Grade der Polynome so klein wie méglich. 

Wir ordnen die Nullpunkte nach der Grésse der Moduln 
und setzen 


ln 
Las Cn, 
wodurch 
1 ale 
lan\o* es: 


daraus folgt, dass die Reihe 
Se 
la, |ena+a) 


konvergent ist, wie klein auch die positive Grésse « genommen 
wird. Hiermit sind dann die Grade der Polynome so klein wie 
méglich bestimmt. Wenn e, mit ins Unendliche wachst, 
ist das Genre unendlich; fiir diesen Fall verweisen wir auf eine 
Abhandlung von £. Borelt); hier wollen wir nur den Fall, 
wo die e endlich sind, naiher betrachten. 

Wir setzen dann voraus, dass die eg, eine endliche Grenze 


1) Acta mathematica. Bd. 20. Pg. 357. 
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o haben oder, genauer ausgedrtickt, wir nehmen an, dass wir 
fiir ein beliebig klein gewiihltes a, 2 so gross nehmen kénnen, 
dass ftir dieses und gréssere 7 


O—A@<0n<ce t+ @. 


Ist @ ein Bruch und p die grésste darin enthaltene ganze 
Zahl, so ist p das Genre des Produktes der primaren Faktoren ; 
ist @ eine ganze Zahl, so ist das Genre @ oder e—1. 

Setzt man |@,|/=7, so erhalt man 


i= Tes 
man kann also r so gross nehmen, dass ftir dieses und grdssere 
yr die Anzahl der Nullpunkte in einem Kreise mit O als Mittel- 
punkt und dem Radius r zwischen r°—“% und r?+@ liegt, wie 
klein auch die positive Grésse « genommen sein mag. 

Man ersieht hieraus, dass @ eine Zahl ist, die die ganzen 
Funktionen von endlichem Genre nach der Dichtigkeit ihrer 
Nullpunkte im Unendlichen charakterisiert. Zu einem gegebenen 
o gehdrt eine ganze Klasse von Funktionen, denn die Bestim- 
mung von @ zeigt, dass diese Zahl dieselbe ist ftir zwei Funk- 
tionen, wenn nur das Verhiltnis der Anzahlen ihrer Nullpunkte 
in jedem Kreise endlich ist, ja selbst wenn es unendlich von 
hinlinglich niedriger Ordnung (z. B. wie /r) ist. So gehoért z. B. 
dieselbe Zahl 9 zu einer Funktion und zu ihren Potenzen, und 
fiir ein Produkt ist @ die grésste Zahl, die zu einem der Fak- 
toren gehort. 

Nun zeigen die Untersuchungen von Poincaré, Hadamard") 
und Sorel, dass y in enger Verbindung mit dem Wachsen der 
Funktion steht; was wir hierunter verstehen, wollen wir fol- 
gendermassen naher préicisieren: 

Ist 2 =r, so sagen wir, dass eine Funktion wie e”*“ wichst, 
wenn, fiir ein beliebig klein gewahltes a, 7 so gross genommen 
werden kann, dass der grésste Wert des Modulus der Funk- 


tion fiir dieses und gréssere r zwischen e“—% und ert? 


‘) Journal de mathématiques pures et appliquées 1893. 
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fallt. Man sieht, dass auch bei dieser Bestimmung dasselbe u 
einer Funktion und ihren Potenzen entsprechen wird. Fiir eine 
Summe ist » gleich dem gréssten w, das zu einem der Sum- 
manden gehért, wenn diese » verschieden sind; der analoge 
Satz gilt auch fiir ein Produkt. Dieses folgt aus dem von 
Hadamard hbewiesenen Satz, dass es immer ins Uendliche 
wachsende Kreise giebt, fiir die der kleinste Wert des Modulus 


erdsser ist als e-*’. Haben zwei Faktoren g(z) und g,(2) 
dasselbe #, so kann ihr Produkt ein kleineres » haben, aber 
9 (2) (9, (2) + P) wird dasselbe w haben, wenn P eine Konstante 
oder eine Funktion mit einem kleineren w bedeutet, denn das 
uw wird hier von dem Gliede Pg(z) bestimmt. So hat man 
z. B. e-e~* =1, wo fir beide Faktoren »=1, wahrend das 
Produkt konstant ist. Dagegen ist w= 1 fiir ¢(e—1). 

Die oben genannte Verbindung wird nun durch den Satz 
ausgedrtickt, dass man w=g hat, wenn in dem Ausdruck (6) 
fir die Funktion G(z) nicht von héherem Grade ist als dass 
Polynom g,(z). Dass diese Bedingung notwendig ist, ist klar, 
denn durch Multiplikation mit einem Faktor e¢) kann man yu 
beliebig vergréssern, ohne dass g verandert wird. Dagegen 
wird man wieder «=o haben, wenn zu e%®) eine beliebige 
Funktion mit kleinerem m addiert wird. 

Fiir die Beweise dieser Sitze verweisen wir auf die genann- 
ten Abhandlungen; hier wollen wir aber eine neue Entwicke- 
lung geben, welche es warscheinlich macht, dass man mit Vor- 
teil statt des gréssten Wertes des Modulus gewisse Mittelwerte 
betrachten kann; man erreicht dadurch namlich, dass die Satze 
allgemeinere Geltung erlangen. 

Bedeutet g(z) eine eindeutige Funktion, die in der Ebene 
keine wesentlich singuliren Punkte hat, so setzen wir 


lp(z) =/R+ O1, 
wo dann 


sR 00 dIR_ 80 
ds dy’ dy ~—s 


oder 
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age sa) Ore dO a | 


R\érr 007) Orr * 607’ 
A ey ve = Soy 
R\ér r' 007) 3 Orr ' 60.7" 
woraus 
Le 10k, 060 _ rdORk 
dr  Rrd0’ 80 Ror’ 
Hieraus folgt - 
1 OlR Ol 
dO0=—- ape dr+7 PS do 


Wenn wir hier lings einer geschlossenen Kurve integrieren, 
so erhalten wir bekanntlich 2a”, wo n die Anzahl der Null- 
punkte, vermindert um die Anzahl der Pole in dem von der 
Kurve begrenzten Flachensttick, bedeutet. Wahlen wir als Inte- 
grationskurve einen Kreise mit dem Mittelpunkt im Punkte 0, 
dann ist dr =O, und wir erhalten 


1( 6lR 
= ge) ge 70. 

Wir wollen jetzt voraussetzen, dass p(z) eine ganze trans- 
cendente Funktion bedeutet; stellt dann die Anzahl der Null- 
punkte im Kreise dar. m» wird sich dann mit wachsendem 
r sprungweise dndern und erfaihrt die Zunahme 1 jedes Mal, 
wenn der wachsende Kreis einen Nullpunkt in sich aufnimmt. 


Wir multiplicieren jetzt mit s und integrieren von O bis 
r. Ist &, der Wert von & im Punkte 0, und sind a,, a, .. dn. 
die Moduln der Nullpunkte im Kreise, erhalten wir 


5 = ee eae (0 ao, 


Gilt. ts Bye Vat) die 


eine Formel, die fiir alle Falle giiltig ist. Faktoren ohne Null- 
punkte spielen hier keine besondere Rolle, da sie fiir das Inte- 
gral ohne Bedeutung sind. 
Fir hinlanglich grosse r kénnen wir, mit der friiher ge- 
gebenen Auffassung von a, 
d n 
oO 


ey he 
G, @,.-.0,=(1.2.3.n)? =( \P; mae! 
: e 
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setzen. Ist R der grésste Wert des Modulus auf — Kreise, 
dessen Radius 7 ist, so erhalt man 
1,9 
R>e? 
oder 
= Q. 


Wahrend man also nie »<e haben kann, giebt es Falle, 
wo “>e, namlich wenn der Grad des Polynoms G(z) grésser 
ist als der Grad von g(z) und somit das Genre der Funktion 
bestimmt; das Genre ist dann gleich u, denn bei der Bestim- 
mung dieser Zahl ist in G(z) nur das Glied mit dem gréssten 
Exponenten von Bedeutung. Da u in diesen Fallen immer eine 
ganze Zahl ist, muss man, wenn yw ein Bruch ist, immer nu =e 
haben. 

Wir wollen uns damit begniigen den Satz fiir den Fall 
zu beweisen, wo das Genre p= 0, also g<1 ist. Man hat dann 


Bem |i 47). 


Liegen m Nullpunkte im Kreise mit dem Radius 7, dann ist 
fir g>n 


wo « eine kleine positive Grésse ist und «=O ftir g=1. Hier- 
aus folgt nach einem bekannten Mittelwertsatz 


1 vr \ r 1 r 1 - ene atm | m 
( "i za) a =) Oe ( a ae > m » yet 
q 


n+ 1 


Lassen wir m ins Unendliche wachsen, so bekommt + einen 
endlichen, mit wachsenden 7 abnehmenden Wert, den wir mit 
k bezeichnen wollen; man hat dann 


e+eym py 
lim (1 au | ea. 
m” 
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Ferner ist ftir hinlinglich grosse + 


. . . 9;)" rot 
(eS) ee AR gs 
a, a, Ay, A, A+++ Ay 


Man ersieht hieraus, dass man nicht «> e haben kann, 
und dann muss “=o sein. 


EINDEUTIGE FUNKTIONEN MIT SINGULAREN PUNKTEN 
IN DER EBENE, 


98. Nun wollen wir uns denken, dass unsere eindeutige 
Funktion nicht ganz transcendent ist, sondern dass sie eine 
endliche oder unendliche Anzahl von Polen hat; im ersten Fall 
wissen wir, dass wir nur mit einem gewissen ganzen Polynom 
zu multiplicieren brauchen, um eine ganze transcendente Funk- 
tion zu erhalten. Wir wollen uns deshalb an den Fall halten, 
wo unendlich viele Pole vorhanden sind. 

Die Entwickelung ist in diesem Falle nicht wesentlich ver- 
schieden von derjenigen, die wir bei Betrachtung der Null- 
punkte benutzten. Der Unterschied besteht nur darin, dass 
einem einfachen Pol in f(z) das Residuum —1 in- der loga- 
rithmisch Abgeleiteten der Funktion entspricht. Bezeichnet 
man die Pole mit 4,, 6,..., die Nullpunkte wie frtiher mit 
“,, @,..., SO erhalt man also 


(7) f()=e° n(1— ai (z) ? 


wo k, analog g,, ist. 

99. Weierstrass und Mittag-Leffler haben fiir eindeutige 
Funktionen, die in der Ebene eine endliche oder unendliche 
Anzahl wesentlich singularer Punkte haben, algemeine Ausdriicke 
gefunden. Sind die singuléren Punkte ¢,, ¢c,,¢,..., so haben 
wir mit Hiilfe von Cauchys Integral gefunden 


re=4@+e(—,)+4,(4+.) +... 


eo or 
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wo G, G,, G,... Potenzreihen bedeuten, die in der ganzen 
Ebene giiltig sind, und die, mit Ausnahme von G, kein kon- 
stantes Glied enthalten. Im besonderen kann man sich denken, 
dass einige von den Punkten c¢ Pole seien; die entsprechenden 
Reihen haben dann eine endliche Anzahl Glieder. Ist die An- 
zahl der singularen Punkte endlich, oder ist sie unendlich, aber 
so, dass die Reihe G,+G,+... konvergent ist, so muss @(e) 
fiir einen bis ins Unendliche wachsenden Integrationskreis gegen 
eine endliche und bestimmte Grenzfunktion konvergieren. Das 
ist jedoch nicht der Fall, wenn die Reihe G,+G,+... di- 
vergent ist. Es kommt dann, ebenso wie oben, darauf an, zu 
den Gliedern G,, G,... solche Teile von G hinzuzuftigen, dass 
beide Reihen ftir alle endlichen z konvergent werden. Wir 
nehmen an, dass die Punkte ¢ in der Ebene durch endliche 
Abstande von einander getrennt liegen, und dass sie nach der 
Groésse ihrer Moduln geordnet sind. 


Nun wollen wir die Reihe a, ( =) betrachten. Diese 


\ i. 
ist in ihrer gegebenen Form ftir die ganze Ebene giiltig; ver- 
andern wir sie aber in eine Potenzreihe, die nach Potenzen 
von 2 fortschreitet, so ist diese nur gtltig flr 2)<jc,. Da 
die Reihe innerhalb des Konvergenzkreises gleichmissig konver- 
gent ist, so kénnen wir, wenn ¢,, eine beliebig gewahite, kleine 
positive Grésse bezeichnet, so viele Glieder der Reihe mitnehmen, 
dass der Rest ftir jedes in der Flache des Konvergenzkreises 
liegende z einen Modulus hat, der kleiner ist als «,. Der ab- 
geschnittene endliche Teil der Reihe ist ein Polynom, das wir 
mit P,, bezeichnen wollen. Ist der Nullpunkt ein singuldrer 
Punkt, so kénnen wir, was ihn betrifft, von einem anderen 
Punkte aus entwickeln. 
Wir bilden nun die Reihe 


>. | Ga, ie +} or | ag 


und wollen beweisen, dass sie konvergent ist ftir jeden end- 
lichen Wert von z, wenn die Gréssen ¢ so gewahlt sind, dass 
sie eine konvergente Reihe bilden. 


’ 
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Da die Moduln der Gréssen c, mit » bis ins Unendliche 
wachsen, so miissen wir fiir jedes endliche 2 eine solche Zahl 
n finden kénnen, dass, ftir diese und alle grésseren ”,|c,|>|2'- 
Von demjenigen Teil der Reihe, der kleineren Werten von » 
entspricht, kénnen wir bei der Untersuchung tiber die Kon- 
vergenz absehen, da er aus einer endlichen Anzahl von Glie- 
dern besteht und die in den einzelnen Gliedern vorkommenden 
Reihen G konvergent in der ganzen Ebene sind, den singu- 
laren Punkt ausgenommen, zu dem sie gehéren. Der tbrig- 
bleibende unendliche Teil der Reihe ist jedoch konvergent, da 
seine Glieder Moduln haben, welche kleiner sind als die ent- 
sprechenden positiven Gréssen ¢, die nach unserer Voraus- 
setzung eine konvergente Reihe bilden. 


aS a ’ 1 ‘ i 
Wir wissen nun, dass f(z2)—G, Ges keinen singularen 
aad Sit 


Punkt im) Punkte c, hat; dasselbe gilt dann ftr f(z) — 
c,( ) +P,, da P;' ein endliches Polynom ist. Daraus 
2—C, 


erkennen wir, dass 
; 1 
(e— 3 (4.(—,.)- P| 
keine anderen singulaéren Punkte hat als den Punkt o0, also 


eine ganze transcendente Funktion sein muss. Wird diese durch 
G(z) bezeichnet, so haben wir also 


(8) fa=4@+ X(¢.(-_)-z,). 


Diese Formel begreift als besonderen Fall denjenige in 
sich, wo alle singularen Punkte Pole sind. 


KAPITEL XI. 


DIE RIEMANNSCHEN EXISTENZTHEOREME. 


BESTIMMUNG DER FUNKTIONEN DURCH GRENZBEDINGUNGEN. 


100. Bezeichnet f(z)=u-+ iw eine Funktion, die eindeutig 
und stetig in einem gewissen Teil der Ebene ist, so gilt das- 
selbe ftir die reellen Funktionen uw und v; es gilt zugleich fiir 
f' (2) (73) und deshalb auch fiir die partiellen Abgeleiteten von 
u und v, die den Differentialgleichungen 


Ore © (ony) 
(1) ; 


genugen. 

Zu der Differentialgleichung A = 0 wird man in der mathe- 
matischen Physik geftihrt bei der Bestimmung stationdrer Zu- 
stainde fiir Wairme, Elektricitaét u.s.w., und solche reelle Funk- 
tionen, die (1) gentigen, heissen dort Potentiale. Die Kurven- 
systeme w=c und v=c heissen beziehungsweise Niveaukurven 
und Sromkurven. Aus den Gleichungen Ba = ae ks = — see 

Cie 07. 04 oy 
folgt, dass die beiden Systeme sich unter rechten Winkeln 
schneiden*). Die Potentiale lassen sich genauer dadurch be- 
stimmen, dass ihre Werte auf der Begrenzung des Flachen- 
stticks gegeben sind. Hier drangt sich dann die Frage auf, 
ob diese Randwerte beliebig gewahlt werden kénnen, und wir 
wollen uns deshalb folgende Aufgabe stellen: 

Fiir die Punkte der Begrenzung eines einfach zusammen- 
hingenden, ebenen Flichenstiickes ist eine stetige Reihe von will- 
kiirlich gewthlten, reellen und endlichen Werten gegeben. Man 
soll ein fiir alle Punkte des Fléchenstiickes eindeutiges und ste- 
tiges Potential bestimmen, welches, wenn man sich einem Grenz- 
punkt nihert, sich dem diesem Punkte entsprechenden Werte nahert. 


1) Felix Klein, Uber Riemanns Theorie der algebraischen Functionen und 
ihrer Integrale. Leipzig. 1882. 8°. 
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Lasst die Aufgabe sich tiberhaupt lésen, so hat sie nur 
eine Lisung, denn wenn sie zwei Lisungen hitte, so wlrde 
deren Differenz ein eindeutiges und stetiges Potential sein, das 
auf der ganzen Begrenzung den Wert Null hatte; in 91 haben 
wir aber bewiesen, dass dieser Umstand mit sich bringt, dass 
der Wert im ganzen Flachensttick Null ist. 

101. Wir wollen zuerst zeigen, dass die Aufgabe sich 
yollstandig lésen lisst, wenn das Flichensttick vom Kreise 
x+y =r begrenzt ist. 

Es sei z=a2+7y ein beliebiger Punkt des Flachensttickes, 
wihrend $= a,+7y, emen Punkt der Peripherie darstellt. ds 
ist ein Bogenelement der Kreisperipherie, und / ist der ent- 
sprechende gegebene reelle Wert. Bezeichnet &.w den reellen 
Teil von w, so hat man 

Rr? _ Mined: Bieertf oe 
m—@ (w val ay)” ot (y ve Yo)” 
wo &, wenn « und y die Variablen sind, ein Potential dar- 
stellt, das eindeutig und stetig ist, so lange (7, y) innerhalb der 
Kreisperipherie liegt. Dasselbe gilt dann von der Funktion 


(2) (a= aap \BRds, 
wo k und ds dem Punkte (~,, y,) entsprechen, und dieser bei 
der Integration die ganze Kreisperipherie durchlaufen soll. 

Um zu beweisen, dass P die gesuchte Funktion ist, ist es 
nur noch nétig, den Wert zu suchen, dem P sich nahert, wenn 
(x, y) sich einem Punkte (x,, y,) der Peripherie néhert. 

Um das zu erreichen, bemerken wir zunichst, dass der 
Zahler in & der numerische Wert der Potenz des Punktes (2, y) 
mit Bezug auf den Kreis ist; hieraus folgt, dass R das Ver- 
haltnis zwischen den beiden Abschnitten einer Sehne durch 
(v,, y,) und (x, y) ist. Ziehen wir durch (x, y) zwei Sehnen, 
die zwischen sich das Bogenelement ds abschneiden, so hat 
man also 


Oe mete ae 
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wo ds’ das zweite zwischen den beiden Sehnen abgeschnittene 
Bogenelement bedeutet. Vertauschen wir wiberall die beiden 
ds und ds’ entsprechenden Werte, und liegt der Punkt (z, y) 
unendlich nahe bei (x,, y,) mit dem Werte &,, so werden die 
Werte unendlich wenig von #, auf der ganzen Peripherie ab- 
weichen, ausgenommen in dem bei (x, y,) liegenden Bogen- 
element, auf dem alle, dem tibrigen Teil der Kreisperipherie 
entsprechenden Werte zusammengedrangt werden; da dieses 
Klement ohne Bedeutnng fiir das Integral ist, so erhalten wir 
also fir den gesuchten Wert 


k 
= 1 o a 
ye ep asa 
Machen die Werte im Punkte (z,, y,) einen endlichen 
Sprung von #, nach k,, und ziehen wir von dem Punkte cine 
Sehne, die in dem Punkte diejenige Kurve bertihrt, langs welcher 
der Punkt (x, y) sich nahert, so teilt die Sehne die Peripherie 
in zwei Bogen 6, und 6,, deren Punkten beziehungsweise /, 
und #, entsprechen; das Potential nihert sich dann dem Werte 
i Oe eb 
(3) JE ee Ses LG 


1 


Qur : 

ein Wert, der immer zwischen k, und k, liegt, wenn wir uns 

nicht lings einer Kurve nahern, die den Kreis in (#,, ¥,) berthrt. 
Als Beispiel wollen wir das Potential 


YY, 


L—L, 


(4) are tg 


betrachten, das stetig ist lings dem Rande, ausgenommen im 
Punkte (7, y,), wo es den Sprung « macht; naéhern wir uns 
dem Punkte von innen, so wird der Grenzwert gleich dem Winkel, 
den die oben erwaihnte Tangente mit der Abscissenaxe bildet, 
ein Resultat, das, wie leicht ersichtlich, zu (5) stimmt. 

Die Funktion (4) lasst sich bei beliebigen Randkurven be- 
nutzen, um Spriinge in der gegebenen Wertreihe zu entfernen, 
wenn die Spriinge nur endlich sind und nur in endlicher Anzahl 
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vorkommen; man braucht niémlich nur von der gesuchten 
Funktion die den Unstetigkeitspunkten entsprechenden Funk- 
tionen (4), multipliciert mit passenden Konstanten, zu subtra- 
hieren, um die Aufgabe auf eine andere zu reducieren, bei der 
keine Sprtinge in den gegebenen Werten vorkommen. Wir 
setzen jedoch voraus, dass zwei konsekutive Bogenelemente in 
einem Punkte, wo die Randwerte einen Sprung machen, den 
Winkel = bilden. Wie sich die Verhaltnisse gestalten, wenn 
dass nicht der Fall ist, wird spaiter gezeigt werden. 

Da man aus einem Potential w, abgesehen von einem kon- 
stanten Gliede, ein anderes Potential » so bestimmen kann, 
dass u-+ir eine monogene Funktion ist, so kann man den 
bewiesenen Satz auch folgendermassen aussprechen: 

Man kann eine und nur eine Funktion so bestimmen, dass 
sie eindeutig und stetig in einem gegebenen Kreise ist, wihrend 
ihy reeller Teil wilkiirlich gegebene, stetige Randwerte hat, und 
ihr imagindrer Teil in einem gegebenen inneren Punkt einen 
gegebenen Wert hat. 

Dass die Funktion v eindeutig ist, folgt daraus, dass ihre 
Abgeleiteten eindeutig und stetig im ganzen Kreise sind. (Man 
vergleiche den Satz $. 43). 

Wir kénnen auch die Funktion fiir den ausserhalb der 
Kreisperipherie liegenden Teil der Ebene bilden, aber die beiden 
Funktionen werden in der Regel nicht die analytischen Fort- 
setzungen von einander sein, da die Monogenitit im Algemeinen 
auf der Peripherie aufhort. 

Die Formel (2) zeigt, dass der Wert des Potentials im 
Mittelpunkt, wo man &=1 hat, das Mittel ist aus den Werten 
auf dem gegebenen oder einem damit koncentrischen Kreise. 

102. Wir kehren nun zurtick zu der allgemeinen Auf- 
gabe; wir haben also in der z-Ebene ein einfach zusammen- 
hangendes Flachenstiick, fiir dessen Begrenzung eine willktirliche 
Reihe von Werten gegeben ist, die stetig sind oder eine end- 
liche Anzahl endlicher Spriinge machen. Wir nehmen an, 
dass das Flachensttick sich auf einem Kreise so abbilden lisst, 
dass die Abbildung ftir alle inneren Punkte konform ist, wah- 
rend die Randkurven einander Punkt fiir Punkt entsprechen. 
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Geschieht die Abbildung durch die Funktion §= »(z), so miissen 
g(z) und g’(z) fiir alle innerhalb des Randes des Flachen- 
sttickes liegenden Punkte stetig und eindeutig sein, wahrend 
zugleich @'(z) in keinem von diesen Punkten Null werden kann. 
Wenn die gegebenen Randwerte von den Punkten der Kurve 
auf die entsprechenden Punkte der Kreisperipherie tibertragen 
werden, so kénnen wir eine Funktion 


w=f) 


bestimmen, deren reeller Teil auf der Kreisperipherie die ge- 
gebenen Randwerte hat, und die in einem willktirlich gewahlten 
inneren Punkte einen gegebenen imaginaren Teil hat. w als 
Funktion von zg genommen lésst dann die Aufgabe ftir das 
gegebene Flachensttick, denn wenn z in diesem eine geschlos- 
sene Kurve beschreibt, so beschreibt § eine geschlossene Kurve 
in der Flache des Kreises, und das bringt mit sich, dass w 
eine eindeutige und stetige Funktion von z ist; der reelle Teil 
erhalt auf dem Rande die gegebenen Werte, und in einem 
inneren Punkte, der willktirlich gewahlt sein kann, den gegebe- 
nen imaginaren Teil. 

Ist die Aufgabe in der ersten Form gestellt, so dass wir 
das Potential suchen, so haben wir dieses in dem reellen Teil 
der Funktion. 

Wir haben bereits in 77 gesehen, das ein Blatt der Lem- 
niskate sich konform auf einem Kreis abbilden lisst; einige 
andere Beispiele sollen hier nach H. A. Schwarz angefiihrt werden. 

Eine Halbebene wird auf einem Kreise durch jede gebro- 
chene lineare Funktion abgebildet. 

Eine Schraubenfliche mit p Blattern und mit dem Ver- 
zweigungspunkte in 2, wird, wenn ihre Randpunkte denselben 
Abstand von zg, haben, auf einer Kreisflache abgebildet durch 
die Funktion 


W = (e—z,)?. 


Kin Kreisbogenzweieck, dessen Winkel bei 2, und 2, ax 
sind, wird auf einer Halbebene abgebildet durch die Funktion 
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Hierher gehért ein Kreissegment und speciel ein Halbkreis. 

Teilen wir das Zweieck in zwei Teile durch einen Kreis- 
bogen, der senkrecht auf den beiden Seiten steht, so bildet die 
Funktion den einen Teil als einen Halbkreis ab, dessen Durch- 
messer ein Teil von der Begrenzung der Halbebene ist; der 
andere Teil wird als der ausserhalb des Kreises liegende Teil 
der Halbebene abgebildet. Hierher gehért ein Kreissektor. 

Ein Kreisbogendreieck hat zwei rechte Winkel und in 2, 
eine Spitze, deren Tangente bestimmt wird durch 


2, a Ferre 
wo ¢# positive Werte durchlauft. Es wird durch 


c= ere W = ane 
2—2, 
abgebildet auf einem Kreissektor. 
Eine Parabel hat ihren Brennpunkt in 2z=0, ihren Scheitel- 
punkt in ze=1. 
Durch die Funktionen 


2 


Dame) oe 
Vz 


v= te?(LaVz) og 1 
wird beziehungsweise die innere und die dussere Flache auf 
einem Kreise abgebildet. 

Die Halbaxen « und & einer Ellipse liegen auf den Ko- 
ordinatenaxen, und es ist a@—#?=1:; die innere und die aussere 
Flache werden auf einem Kreise abgebildet beziehungsweise 
durch die Funktionen 


Kt 


‘ fe 5 (ez) — 30 
w= sinam are Sinz}; |——;] =e = q 
q a+b 
und Pipi dag bodes 


a—b 
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In dem ersten Falle wird &’ aus ¢ durch eine spiter ab- 
zuleitende Formel bestimmt. 

Im besonderen wollen wir uns einen Fall betrachten, den 
wir spaiter verwenden werden. 

Kin Winkel = lasst sich, wie wir bald sehen werden, auf 
einem Winkel aa abbilden, wobei wir jedoch voraussetzen 
wollen, dass 2>a>0. 

Haben wir nun eine Randkurve, bei der die gegebenen Rand- 
werte in einem von den Punkten einen Sprung von k, nach 
k, machen, wahrend gleichzeitig die konsekutiven Bogenelemente 
den Winkel aa bilden, so kénnen wir diesen Winkel durch 
konforme Abbildung in = verindern; nahern wir uns nun dem 
Punkte von innen, so gilt die friiher geftundene Formel (3), 
wenn Winkel statt der Bogen eingefiihrt werden; da nun je- 
doch die Winkel um den Punkt durch die konforme Abbil- 
dung proportional verd&ndert werden, so erhalten wir 


k v. thw 
P. 7 b at 
1 oy Res Eee: 


aT 


wo v, und v, die beiden Winkel sind, in welche der Winkel 
ax geteilt wird durch die Tangente an die Kurve, lings wel- 
cher (#, y) sich dem Punkte nahert. Auf den Fall a=0O (nach 
aussen wendende Spitze; ftir eime nach innen wendende Spitze 
ist a= 2) wollen wir nicht naher eingehen, sondern nur be- 
merken, dass der Wert von FP, ftir eine solche nach aussen 
wendende Spitze abhingig ist von der Ordnung der Bertihrung 
der Kurvenzweige unter sich und mit der von (#, y) beschrie- 
benen Kurve. 

103. Wir haben gesehen, dass die allgemeine Aufgabe 
(die sogenannte Randwertaufgabe) sich lésen lasst fir jedes ein- 
fach zusammenhiingende Flichensttick, dass sich konform fir 
alle inneren Punkte auf einem Kreis abbilden lasst. Riemann 
hat den Satz aufgestellt, das eme solche Abbildung méglich 
sei fiir jedes einfach zusammenhangende Flachensttick und 
ihn mit Hiilfe einer aus der Variationsrechnung entlehnten 
Methode, dem sogenannten Dirichletschen Princip, bewiesen. 
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Weierstrass hat jedoch dargethan, dass der Beweis nicht gilt. 
Spiter haben H. A. Schwarz und Neumann den Satz ungefaihr 
gleichzeitig bewiesen, wenn auch nicht in seinem ganzen Umfange. 
(Vergleiche H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen, Bd. II. 
und Newmann, Vorlesungen tiber Riemanns Theorie). Hier wollen 
wir gleich eine Ubersicht tiber die Beweismethode geben, wiih- 
rend wir im tibrigen auf die genannten Werke verweisen. Zu- 
nichst wollen wir jedoch einige sehr allgemeine Aufgaben tiber 
Abbildung behandeln, die von Schwarz gelést worden sind. 


ABBILDUNG EINER HALBEBENE AUF EIN POLYGON. 


104. Wir nehmen an, dass eine Halbene sich auf einem 
gegebenen Polygon abbilden lasst durch die Funktion w = f(z); 
wir kénnen von der besonderen Belegenheit des Polygons in 
der Ebene (die Umlaufsrichtung der Stticke darf jedoch nicht 
verdindert werden) und von dem Massstab, in dem es gezeich- 
net ist, absehen, wenn wir fiir w setzen w,=aw+6, wo a 
uud 4 arbitriére komplexe Konstanten sind. Es liegt deshalb 
nahe, statt # einen daraus gebildeten Ausdruck zu betrachten, 
der fiir alle @ und #4 derselbe ist; nun ist 


(5) dw, al Pyae d i) d bee 


dz dz’ dz\ dz) dz\° dz 


Wir haben also einen Ausdruck gefunden, der unverandert 
bleibt bei ganzen linearen Transformationen von w, und diesen 
Ausdruck wollen wir versuchen als Funktion von zg zu bestimmen. 

Da die Lage des Polygons gleichgiiltig ist, so kénnen wir 
uns denken, dass seine eine Ecke im Punkte 0 liegt, wahrend 
die eine Seite lings der Axe der reellen Zahlen fallt; der Winkel 
sei ax, wo a positiv ist; dieser soll dann als ein Winkel « 
abgebildet werden, dessen Schenkel beide auf die Axe der 
reellen Zahlen fallen; die einfachste Funktion, welche diese 
Abbildung ausfthrt, ist 
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Ist z eine beliebige andere Funktion von w, welche die- 
selbe Abbildung ausfiihrt, so muss v, als Funktion von 2 ge- 
nommen, Winkel am Punkte 0 unverandert lassen; da dieser 
Punkt also nicht singular sein kann, so muss v sich von Null 
aus in einer Potenzreihe entwickeln lassen, die innerhalb eines 
gewissen Kreises gilt; da v=0 auch z=O mit sich fihren 
muss, so muss man also haben 


v=cae(ltaz+ae+...); 


hier mussen alle Koefficienten reell sein, da ein Sttick von der 
Axe der reellen Zahlen auf der Axe der reellen Zahlen ab- 
gebildet werden soll; ferner muss ¢ positiv sein, da kleine po- 
sitive Werte von z kleinen positiven Werten von v entsprechen 
sollen. Hieraus folgt nun 


(6) W= v0 =e 24*(14+62+b62+...), 


wo die Koefficienten 6 reell sind. Wir haben also die all- 
gemeinste Form einer Funktion bestimmt, die den Winkel < 
auf dem Winkel aa abbildet, wenn die Winkel die angegebene 
Lage haben. 

105. Nun erhalt man 


WW aye (a@Lb (at tle+...). 
dz 
Nehmen wir hier das logarithmische Differential, so liefert 
die Grésse in der Klammer einen Bruch, dessen Zihler und 
Nenner Potenzreihen mit reellen Koefficienten sind; dieser Bruch 
lasst sich in einer ahnlichen, fiir die Umgegend des Punktes 
0 geltenden Reihe entwickeln, und wir erhalten also 


d | et ee , 

(7) Las ee +d,+d,z+..., 

wo die Koefficienten reell sind. Der Ausdruck ist also reell 

fiir alle reellen Werte von 2. fiir welche die Reihe konvergirt; 

das bringt nach 87 mit sich, dass die Funktion sich von der 

einen Halbebene in die andere erweitern asst durch Spiegelung. 
14 
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Da alle innerhalb der Begrenzung der Halbebene liegenden 
Punkte konform durch w abgebildet werden sollen, so kann 
die Abgeleitete von w ftir keinen solchen Punkt Null oder 
unendlich werden, und sein Logarithmus und dessen Abgeleitete 
sind deshalb eindeutig und stetig fiir das Innere von beiden 
Halbebenen. Dasselbe gilt fiir die Axe der reellen Zahlen mit 
Ausnahme derjenigen Punkte, die den Ecken des Polygons ent- 
sprechen. Diese sind, wie (7) zeigt, einfache Pole. 

Es bleibt noch tibrig den Fall zu untersuchen, wo 2 = co. 
Soll w=0 einem z= 2, entsprechen, so haben wir in (6) nur 
z mit z—z, zu vertauschen; ist 2,= co, so haben wir 2-1 an- 
statt 2 zu setzen; dadurch erhalten wir, giiltig ftir unendlich 
ferne Punkte der Ebene, 


w= a7 (T+ fet +72 a), 
woraus 


ad@i(dw, —a—l Ff . Gg, ; 
(8) 31(S) = igh Wig eh enn 
hieraus geht hervor, dass unsere Funktion Null wird fiir un- 
endlich ferne Punkte; sie hat also auf der ganzen Kugel nur 
Pole und ist also eine rationale Funktion. Subtrahiert man 
von der Funktion die den Polen entsprechenden Glieder von der 


a— 1 : ; 
Form ——__, so kann die neue Funktion auf der ganzen Kugel 


- ‘0 
nicht unendlich werden, ist also eine Konstante; diese Kon- 
stante muss den Wert Null haben, da die Funktion Null werden 
soll fiir z= oo, 
Wir haben also, wenn die Pole a, 6, c... sind, die 
entsprechenden Polygonwinkel az, pa, ya..., 


. d fei Erect Sipe yogi 

(9) ie de) eS Et ee 
woraus 

(10) w= \(e— a)" (@—d)° 4 (@—0)". .. de, 


Wir haben vorausgesetzt, dass die Flache des Polygons 
die innere ware, d. h. diejenige, die den Punkt oo) nicht ent- 
halt; im entgegengesetzten Falle muss dieser Punkt einem 
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Punkte zg, auf der Halbebene entsprechen, und diese erhalt in 
diesem Punkte einen Pol. In den Reihen (6) und (7) haben 
wir dann nur z—z, fiir z, und —1 fiir @ zu setzen. Soll das 
Polygon in einer Riemannschen Flache liegen und einen Ver- 
zweigungspunkt enthalten, in dem p Blatter zusammenhangen, 
und soll dieser Punkt dem Punkte z, in der Halbebene ent- 
sprechen, so behalten die Reihen auch ihre Giiltigkeit, wenn 
wir z—g, statt 2 und p statt a setzen. 

106. Die angewandte Methode lasst sich erweitern zu der 
Bestimmung einer Funktion, welche die Halbebene auf einem 
Polygon abbildet, das von Kreisbogen begrenzt ist. Wir haben 
hier nur an Stelle der ganzen linearen Transformation von w 
die allgemeine gebrochene lineare Transformation zu setzen. 
Wenn wir die drei Konstanten von dieser eliminieren, so bilden 
wir einen Differentialausdruck, der bei allen linearen Transfor- 
mationen unverandert bleibt. Dieser Ausdruck ist die so- 
genannte Schwaresche Abgeleitete: 


d’ , (dw d ,(dw,\’ 
oe {2} = galas) —¥(z5" (aa) - 

Da wir durch eine Inversion und eine Umlegung zwei 
zusammenstossende Seiten dahin bringen kénnen, in zwei ge- 
rade Linien tiberzugehen wéahrend die Winkel unverdndert 
bleiben (wobei wir jedoch voraussetzen, dass die beiden Kreis- 
bogen sich nicht bertihren) so gilt die Formel (7) auch hier; 
' wir haben dann 


d dw a—1 a? ea iz 
| - +d,+d,z+ l 2 +d, 


daraus ergiebt sich 
1—o 
(12) {zh =5- Se ee ig e 
Z 


wo die Koefficienten reell sind; soll der Eckpunkt dem Punkte 
z, entsprechen, so mtissen wir 2— 2, statt 2 setzen. Flr z= 00 
erhalten wir mit Hilfe von (8) 

14* 
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1 Taek eee 
(13) {2} = yo tot ate... 
Fiir a=o (auswiarts wendende Spitze), 1 und 2 (einwarts 


wendende Spitze) lassen die Formeln sich nicht benutzen; die 
fiir diesen Fall geltenden Reihen ftir w enthalten logarithmische 
Glieder, wobei wir uns hier jedoch nicht weiter aufhalten wollen. 

Wir sehen nun, wenn wir wie im vorigen Falle schliessen 
und von den erwiihnten speciellen Fallen absehen, dass {w, 2s 
eine in der ganzen Ebene eindeutige Funktion ist, die Pole hat 
in denjenigen Punkten der Axe der reellen Zahlen, die den 
Eckpunkten entsprechen, und die Null wird ftir g= oo. Sub- 
trahieren wir von der Funktion die den Polen entsprechenden 
Glieder mit negativen Exponenten, so erhalten wir eine Funk- 
tion, die auf der ganzen Kugel nicht unendlich werden kann, 
also eine Konstante ist; diese muss Null sein, da sie diesen 
Wert hat fiir z=co. Die gesuchte Funktion wird also, wenn 
sie liberhaupt existiert, durch eine Differentialgleichung dritter 
Ordnung 


(14) 2} = eb 


bestimmt, wo / eine rationale Funktion bedeutet, die unendlich 
wird in den Punkten, die den Eckpunkten entsprechen, und 
Null fir g=co. Die Differentialgleichung bleibt unverdndert 
bei jeder linearen Transformation von w, so dass ihr allgemeines 
Integral ausgedriickt wird als eine lineare Funktion eines will- 
kiirlichen partikuliren Integrals. Haben wir eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit der Invariante+) J, z.B.y'’ + Iy =0, 
und suchen wir die Gleichung zu bilden, die das Verhiltnis 
zwischen zwei partikuléren Integralen bestimmt, so erhalten 
wir genau dieselbe Elimination von Konstanten wie diejenige, 
welche uns zu der Schwarzschen Abgeleiteten fiihrte, und eine 
kleine Rechnnng zeigt, dass wir zu der Gleichung (14) gelangen. 

107. Ist das gegebene, von Geraden oder Kreisbogen be- 


*) Fiir die Gleichung y’’ +2 Py’ + Qy=0 ist die Invariante gleich 
O— P=, 
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grenzte Polygon ein Dreieck, so kénnen wir die Aufgabe als 
vollstandig gelést betrachten; wir kénnen hier namlich die drei 
den Eckpunkten entsprechenden reellen Punkte beliebig wahlen, 
nur muss ihre Reihenfolge in Bezug auf die Halbebene die- 
selbe sein wie die Reihenfolge der entsprechenden Punkte in 
Bezug auf das Dreieck; das erhaltene Dreieck mit den gegebe- 
nen Winkeln lasst sich dann immer durch eine lineare Trans- 
formation hin auf das gegebene Dreieck bringen. Anders 
verhalt es sich, wenn das Polygon mehr als drei Eckpunkte 
hat; von den diesen Eckpunkten entsprechenden Punkten lassen 
sich nur drei beliebig wahlen, wahrend die tibrigen mit Hiilfe 
der Langen der Polygonseiten bestimmt werden miissen, eine 
Aufgabe, die zu verwickelten transcendenten Gleichungen ftihrt, 
von denen wir auf unserem jetzigen Standpunkt nicht einmal 
sagen durfen, dass ihre Lésung immer méglich sei. 

Als Beispiel wollen wir ein Kreisbogendreieck mit den 
Winkeln Ax, wx und »z betrachten und dessen Eckpunkten die 
Punkte 0, 1 und oo entsprechen lassen. Die beiden ersten 
von diesen sind Pole fiir {w,2\, wahrend der dritte hier aus- 
nahmsweise kein Pol wird, da wir seine Lage’ so gewahlt haben, 
dass die Funktion in ihm Null wird. Wir bilden nun den 
Ausdruck tore : 

—i — a ) 
: Al hal ty) ges 


aE: 


der den Wert Null haben soll, wenn wir ftir @ und 4 passende 
reelle Konstanten setzen. Nun soll {w, z‘, wenn wir mit 22 
multiplicieren und z= oo setzen nach (13) den Wert 1—»” er- 
halten; das verlangt 6=—a und liefert dadurch 


QaH=V+wW—v—1; 
die gesuchte Differentialgleichung ist also 


1 1—?? eee get sari a 
0) (we}aeg(G teat wen) 


Die von Gauss zuerst untersuchte sogenannte pap cs 
metrische Reihe 
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a8 (art) B(BHt) 9, (+1) (+2) BCA) G+) 


Seen eh: 1-2-7 (7+1) : 1-2-3-y(y+1) (7+ 2) 


gentigt der Differentialgleichung 
(16) x(i1—a)y" + (y—(@+ 8+ 1)a)y'— aby =0, 


deren Invariante fiir 
P= (1-7) 0 = (e— phy" =—«— 6 


gerade die Hilfte der Grésse auf der rechten Seite in (15) aus- 
macht. Mithin: 

Die Abbildung einer Halbebene auf ein Kreisbogendreieck 
wird durch eine Funktion ausgefiihrt, die sich darstellen lisst 
als das Verhiltnis zwischen” ewei partikuldren Integralen der 
Gaussischen Differentialgleichung. 


VERSCHMELZUNG VON POTENTIALEN. 


108. Kann man die Randwertaufgabe fiir zwei Flachen- 
stiicke lésen, so kann man sie auch durch eine von Schwarz 
angegebene Ausgleichungsmethode (alternierendes Verfahren) *) 
fir das Flachensttick lésen, das gebildet wird, wenn man die 
beiden Flachenstiicke in einander greifen lisst. 

Die beiden Flachenstticke seien A 
und Bb; die Begrenzung des ersten ist 
a,t+a, die des zweiten b,+6, wo a 
und 4 die Begrenzung des gemeinsamen 
Flachenstticks bilden, so dass @ ganz 
in B und 6 ganz in A liegt; der Kin- 
fachheit wegen wollen wir voraussetzen, dass sich nicht zwei 
von den Stticken der Begrenzung bertihren. Die Begrenzung 
des zusammengesetzten Flaichensttickes besteht aus den Stticken 
a, und 4,, deren Punkten gegebene reelle Werte entsprechen, 
die eine stetige Wertreihe bilden; wir wollen voraussetzen, dass 
der kleinste der Werte 0, der grésste gy sei, was sich immer 
durch Addition einer Konstanten erreichen lisst. 


a} A(b alB b, 


1) Neumanns Kombinationsmethode ist im wesentlichen dieselbe. 
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Auf a bringen wir tberall den Wert Null an; wir kénnen 
dann die Randwertaufgabe ftir A lésen und erhalten dadurch 
ein Potential’) u, bestimmt, das seinerseits eine stetige Wert- 
reihe ftir die im Flachenstticke liegende Linie 4 bestimmt; diese 
Wertreihe und die fiir 4, gegebene Wertreihe bestimmen fiir 
B ein Potential u,, das eine neue Wertreihe fiir @ liefert; diese 
und die gegebene Wertreihe ftir a, bestimmen fiir A ein neues 
Potential u,; wenn wir auf diese Weise fortfahren, so werden 
nach und nach fur A die Potentiale w,, u,, u,... gebildet, fiir 
B die Potentiale u,, u,, u,.... Wir haben zu beweisen, dass 
dieses Verfahren dazu dient, das gesuchte Potential als einen 
Grenzwert zu bestimmen. Um das zu erreichen, miissen wir 
zuerst einen Hiilfsatz beweisen. 

Auf a, wollen wir tberall den Wert 0 anbringen, auf a 
den Wert 1. Dadurch wird ein Potential » bestimmt, dessen 
Werte innerhalb des Randes tiberall zwischen O und 1 liegen. 
Fur einen inneren Punkt von 2 hat deshalb das Potential einen 
Wert, der einen positiven echten Bruch darstellt, und dasselbe 
gilt fiir die Endpunkte von 6, da diese Linie nach unserer Vor- 
aussetzung weder a noch a, bertihrt. (102). 

Wir kénnen deshalb einen positiven echten Bruch @ an- 
geben, der grésser ist als jeder Wert, den das Potential auf 4 
erlangen kann. 

Nun ersetzen wir die Werte 1 auf a durch andere positive 
Werte, die alle kleiner sind als eine Zahl &, und bestimmen 
das den neuen Werten entsprechende Potential v,. Die Funk- 
tion kv—v, stellt dann ein Potential dar, das in keinem Rand- 
punkt negativ ist, und deshalb auch nicht in irgendwelchem 
inneren Punkt. Ftir jeden Punkt von @ hat v, also einen po- 
sitiven Wert, der kleiner ist als ka. Fiir das Sttick a bestim- 
men wir auf ahnliche Weise einen a analogen echten Bruch 6. 
Nun hat man: 

u, ist auf a, kleiner als g, auf a Null, also auf 4 kleiner als g. 
u, ist auf } gleich u,, auf 6, kleiner als g, also auf a kleiner als . 
u, ist auf a gleich wv,, also kleiner als g. 


‘) In dieser Entwickelung werden die Potentiale immer als eindeutig 
und stetig angenommen. 
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u,—u, ist auf a, gleich Null, auf a kleiner als g, also auf 6 
kleiner als ag. 

u,—u, ist auf 4, gleich Null, auf é gleich u,—w,, also auf a kleiner 
als a6g. 

u,—uw, ist auf a, gleich Null, auf @ gleich w,—w,, also auf 
kleiner als a? fg. 

Wenn wir auf diese Weise fortfahren, so finden wir, dass 
Uo,+2— Ug, ein Potential darstellt, das ftir das Flaichensttick B 
definiert ist und den Wert Null auf ?, hat, wihrend es auf 6 und 
deshalb im ganzen Flichensttick Werte hat, die kleiner sind 
als a(a6)"—1g. Auf ihnliche Weise ist von41—Uon—1 definiert 
fiir A, ist Null auf@,, und auf a und deshalb im ganzen Flachen- 
stiick kleiner als (a6)”~-'g. Wir kénnen dann zwei unendliche 
Reihen bilden, die jede in ihrem Fliachensttick unbedingt und 
gleichmassig konvergent sind, da ihre Glieder kleiner sind als 
die entsprechenden Glieder einer Quotientenreihe, deren Quo- 
tient ein echter Bruch ist. Diese Reihen sind 


wu =u, + (u,—u,) + (u,—u,)+..., 
wr 


uw’ =u,+(u,—u,) + (u,—u,) +.... 


Wir bilden nun ein Potential u, das auf a, die gegebenen 
Werte hat und auf a@ mit w’ tibereinstimmt. w—wo,—, hat 
dann auf a, den Wert Null, und auf a, also im ganzen 
Flachensttick A, Werte, die gegen Null konvergieren, wenn n 
bis ins Unendliche wiachst. w und w’ sind also identisch fiir 
alle Punkte von A, und w’ gentigt deshalb in diesem Flachen- 
stiick der Gleichung Aw’ =0. Auf dieselbe Weise zeigt man, 
dass man in B hat: Aw’=0. 

Die Potentiale w’ und w’ haben dieselben Werte auf a@ und 
4, und gentigen beide den Gleichungen 4 = 0 in dem fiir A 
und & gemeinsamen Flachensttick; da dieses die Begrenzung 
a+b hat, so haben die beiden Potentiale dieselben Rand- 
werte und sind deshalb identisch, so dass w’ fiir A und wu” 
fiir B Teile desselben Potentials darstellen, das fiir das ganze 
von a, und 4, begrenzte Flachenstiick der Gleichung 4 =0 ge- 
nigt und die gegebenen Randwerte hat. 


DIE RIEMANNSCHEN EXISTENZTHEOREME. OAT 


Das Flachenstiick kann nun nach und nach auf ahnliche 
Weise erweitert werden; man kann dadurch z. B. alle Flachen- 
stticke bilden, die von Geraden und Kreisbogen begrenzt sind, 
und daraus folgt dann die Méelichkeit der friiher bei diesen 
erwahnten Bestimmung der Konstanten. 

Da eine kreisf6rmige Schraubenflache um einen Verzwei- 
gungspunkt und eine Kugelkalotte sich konform auf einem 
Kreise abbilden lassen, so kann man die Randwertaufgabe fiir 
Teile einer Riemannschen Kugelflache lésen, die durch Uber- 
deckung von ein- und mehrblattrigen Kalotten gebildet werden 
kénnen. Im besonderen wollen wir uns denken, dass wir in 
einem der Blatter einen Kreis zeichnen; die Aufgabe lasst sich 
dann nicht nur ftir die vom Kreise begrenzte einblattrige Kalotte 
lésen, sondern auch dann, wenn man den Kreis so betrachtet, als 
ob er den ganzen tibrigen Teil der mehrblattrigen Kugel begrenzt. 

Die dem Potential entsprechende monogene Funktion er- 
halt rein imaginare Differenzen in den Schnitten, die man aus- 
fiihren muss, um die Flache einfach zusammenhaéngend zu 
machen, denn der imaginére Teil der Funktion wird durch 
ein Integral bestimmt, das nur auf der einfach zusammen- 
hangenden Flache eindeutig ist. 


BESTIMMUNG DURCH UNSTETIGKEITSBEDINGUNGEN, 


109. Cauchy hatte in Wirklichkeit eine sichere und voll- 
standige Grundlage ftir die ganze moderne Funktionstheori ge- 
schaffen, aber er ging bei seinen Untersuchungen nicht tiber 
die Betrachtung von Funktionen hinaus, die durch analytische 
Ausdriicke bestimmt waren. Riemann war es, der in seiner 
bertihmten Dissertation’) sich zu Betrachtungen von Funk- 
tionen erhob, die nur durch die notwendige und ausreichende 
Anzahl von Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen bestimmt 
waren. Wir haben bereits die Bestimmung durch Grenzbe- 


1) Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer ver- 
finderlichen komplexen Grésse. Géttingen 1851. 4°; 2. Abdruck, ebd. 
1867. — B. Riemanns gesammelte mathematische Werke’, hrgg. v. 
H. Weber. Leipzig 1876. S. 3. 
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dingungen betrachtet, wollen aber jetzt die Aufgabe etwas all- 
gemeiner stellen. 

Wahrend wir friiher bei der Untersuchung algebraischer 
Funktionen und ihrer Integrale von einer gegebenen Funktion 
ausgingen und deren Riemannsche Flaiche konstruirten, wollen 
wir uns jetzt eine beliebige geschlossene Riemannsche Flache 
mit ihren Verzweigungspunkten und Verzweigungsschnitten ge- 
geben denken und untersuchen, ob es algebraische Funktionen 
giebt, zu denen eben diese Riemannsche Fliche gehoért. Es 
scheint jedoch, dass die Aufgabe leichter wird, wenn man den 
Blick nicht auf die algebraischen Funktionen selbst, sondern 
auf ihre Integrale richtet. “Wir machen deshalb die Flache 
durch ein passendes System von Querschnitten einfach zu- 
sammenhingend; wir haben gesehen, dass diese die Form 
eines mit Doppelhenkeln versehenen Kreises annehmen kénnen, 
oder, da der Kreis unendlich klein gemacht werden kann, eines 
Systems von zusammenhingenden Kurvenpaaren,von der Form, 
wie die Figur auf S.60 zeigt. Auf der Flache denken wir uns 
gewisse gegebene Punkte, in denen die Funktion unendlich 
werden soll wie gewisse gegebene Funktionen, so fir z=z, wie 


~ b c k 
z)=al(ze—z2 ——,+...+——_- 
(17) f(z) =al( Ue ermer ic eae h) * oz)’ 
wo a, b,...k, gegebene komplexe Konstanten bedeuten; ist 


a=0, so muss die Funktion also einen Pol in 2, haben, 
wihrend sie im entgegengesetzten Falle logarithmisch unend- 
lich in diesem Punkt sein muss. Die Werte a, die den ver- 
schiedenen Punkten entsprechen, sollen die Summe Null haben. 
Wir verlangen nun ferner, dass die Funktion auf den bei- 
den Seiten jedes Querschnittes konstante Differenzen haben 
soll, deren reeller Teil beliebig gegeben ist, und dass sie im 
iibrigen auf der ganzen Kugel eindeutig und stetig ist. 
Neumann stellt nur diese Bedingungen auf, aber in Wirk- 
lichkeit reichen sie nicht aus, um die Funktion als ein Adel- 
sches Integral zu bestimmen; wir haben namlich zu beachten, 
dass die Unstetigkeit in einem Querschnitt nur formell ist, da 
sie davon herriihrt, dass wir nur eins von den unendlich vielen 
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Blattern in der Riemannschen Flache in der Integralfunktion 
benutzen und dadurch ein Uberschreiten des Querschnittes ver- 
hindern; gehen wir Uber diesen hinauf in das nachste Blatt, 
so giebt es keine Singularitét bei den Punkten des Schnittes. 
Zu den gestellten Bedingungen muss deshalb diejenige hinzu- 
gefligt werden, dass die Funktion in den Punkten des Quer- 
schnittes monogen sein soll, wenn wir zu ihren Werten auf 
der einen Seite die konstante Differenz addieren. 

Wir wollen nun annehmen, dass es uns gelingt, eine Funk- 
tion mit den angegebenen Kigenschaften zu bestimmen; ihre 
Abgeleitete wird dann auf der ganzen Kugel eindeutig und ste- 
tig sein, ausgenommen in einzelnen Punkten, wo sie Pole hat?); 
si ist also eine algebraische Funktion. (84.) 

Zu dieser Funktion kann, wie wir in (17) gesehen haben, 
in besonderen Fallen eine einfachere Riemannsche Fliche ge- 
héren, aber dieser Fall kann nicht eintreten, wenn die Integral- 
funktion mit ihrer vollen Anzahl von Periodicitétsmoduln be- 
stimmt ist. 

110. Wenn wir nunmehr zu der Lésung unserer Auf- 
gabe tibergehen, so sehen wir sofort, dass diese sich in hohem 
Grade vereinfachen lasst. So brauchen wir nur einen Quer- 
schnitt zu betrachten, ja sogar nur einen unendlich kleinen Teil 
eines solechen, denn die Funktion lasst sich durch Addition aus 
anderen bilden, die jede ftir sich auf die gegebene Weise un- 
stetig sind in einem der Querschnitte oder in einem Teil eines 
Querschnittes, im tibrigen aber stetig. Auf dieselbe Weise er- 
kennen wir, dass wir nur einen der Unstetigkeitspunkte zu be- 
trachten brauchen, und dass die in einem solchen Punkte un- 
stetige Funktion sich durch Addition bilden lasst aus anderen, 
von denen jede nur unendlich ist wie eins von den Gliedern 
in (17); es muss jedoch, wenn die Funktion in einem der Punkte 
logarithmisch tinendlich sein soll, andere 4hnliche Punkte von der 
Art geben, dass die Summe der Residuen der Punkte Null ist. 


1) Zu den Polen der Funktion kommen fiir die Abgeleitete solche Ver- 
zweigungspunkte, fiir welche die Reihenentwickelung der Funktion 
mit Exponenten zwischen 0 und 1 beginnt. 
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Durch eine passende Zerlegung von einigen Residuen der 
Punkte kann man daftir sorgen, dass man jedesmal nur zwei 
Punkte mit der Residuensumme Null zu betrachten braucht. 
Die Linie, welche die beiden Punkte verbindet, kénnen wir 
uns ferner so kurz denken, wie wir wollen, da eine langere 
Verbindungslinie sich immer derartig teilen lasst, dass man 
gleich grosse und entgegengesetzte Residuen in die Teilungs- 
punkte einschiebt. Ersichtlicher Weise kénnen wir also immer 
voraussetzen, dass sich in einem einzelnen Blatte eine Kalotte 
abschneiden lisst. die alle Unstetigkeitspunkte enthalt; liegt ein 
soleher in einem Verzweigungspunkt, so kann man sich diesen 
durch eine konforme Abbildung fortgeschafft denken. 

Durch die gestellten Bedingungen ist eine Funktion bis auf 
eine Konstante vollkommen bestimmt, denn hatte man zwei 
Funktionen mit denselben Unstetigkeiten, so wtirde ihre Diffe- 
renz eindeutig und stetig auf der ganzen. Kugel sein mit rein 
imaginéren Differenzen in den Schnitten. Eine solche Funk- 
tion ist jedoch eine Konstante, denn ihr reeller Teil ist ein 
Potential, das eindeutig und stetig auf der ganzen Kugel ist; 
der Wert dieses Potentials muss auf der ganzen Kugel zwischen 
dem gréssten und dem kleinsten Werte liegen, den es auf einer 
beliebigen unendlich kleinen Kreisperipherie erhalt, da diese 
als Randkurve genommen werden kann; dann muss es aber 
konstant sein, und dieser Umstand bringt mit sich, dass der 
imaginaére Teil der Funktion auch konstant ist. 

111. Wir wollen nun versuchen ein Potential zu bestim- 
men, das eindeutig und stetig auf der gegebenen Riemannschen 
Kugelflache ist, ausgenommen in gewissen Punkten oder Stre- 
cken, in denen es unstetig ist wie der reelle Teil w einer 
gewissen Funktion f(z) =w-+iv; wir kénnen uns, wie in 110 
gezeigt ist, denken, dass alle Unstetigkeiten auf einer einblat- 
trigen Kalotte liegen; diese bilden wir auf einer Ebene ab als 
einen Kreis mit dem Radius 7, und zeichnen einen dazu kon- 
centrischen Kreis mit dem Radius r,>37r,; dieser entspricht 
einem gewissen Kreise auf der Kugel; wir ziehen es jedoch vor, 
die konforme Abbildung der Kugelfliche in der Ebene zu 
betrachten. 
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Nun seien die beiden Kreisperipherien S, und S,. Das von 
S, begrenzte Flachensttick, welches den Mittelpunkt enthdlt, nen- 
nen wir 7, und das von S, begrenzte Flachensttick, welches 
den Mittelpunkt nicht enthdlt, nennen wir 7. S, liegt dann 
in 7, und S, in 7. Wie frither gezeigt (108), kénnen wir die 
Randwertaufgabe fur die Flachensticke 7 und 7’, lésen. 

Wir kénnen uns nun, um die gesuchte Funktion zu be- 
stimmen, des alternierenden Verfahrens bedienen, aber dabei 
stossen wir auf eine besondere Schwierigkeit bei dem Beweise 
fiir die Konvergenz der gebildeten Reihen. Diese tiberwinden 
wir, indem wir dafiir sorgen, dass die Potentiale, die wir be- 
trachten, immer auf S, und S, die Mittelwerte Null haben. 
Wir wollen avnehmen, dass wir in 7’, ein eindeutiges und ste- 
tiges Potential haben, das auf S, den Mittelwert Null hat. 
Dann k6énnen wir, ohne dass Potential zu veraindern, in (2) 
R—1 statt R setzen; liegt der Punkt (x, y) im Abstande + 
vom Mittelpunkt, so wird der Zahler in # gleich (7, +7)(7,—r), 
wahrend der Nenner grésser ist als (r,—~r)’; wir erhalten des- 


OM 
halb R—1 kleiner als —. et also fur Punkte auf S, kleiner 


als ein gewisser echter Bruch a. Ist g die obere numerische 
Grenze fiir die Werte des Potentials auf S,, 
eine obere numerische Grenze ftir die Werte auf S.,. 

Nun wollen wir annehmen, w sei ein auf dem Kreisringe 
eindeutiges und stetiges Potential von solcher Beschaffenheit, 
dass die Funktion f(2)=u-+iv auch eindeutig und stetig auf 
dem Kreisringe ist; dasselbe wird dann fir /(z):2a7z gelten, 
und das Integral dieser Funktion muss dann dasselbe Resultat 
geben fiir den Integrationsweg S, wie fiir den Weg S,. Man 
erkennt indessen leicht, wenn man Polarkoordinaten einftihrt, 
dass der reelle Teil des Integrals eben der Mittelwert des Po- 
tentials ist, und dieser ist also derselbe fiir beide Kreise. 

Von der gegebenen Funktion w+ iv, welche die Unstetig- 
keiten der gesuchten Funktion bestimmt, k6nnen wir, wie oben 
angefiihrt, annehmen, dass sie alle ihre Unstetigkeiten inner- 
halb 8, habe; dann ist sie eindeutig auf dem Kreisringe; da 
ein konstantes Glied keinen Einfluss auf die Unstetigkeiten hat, 


so ist also ag 
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so kénnen wir voraussetzen, dass wu den Mittelwert Null auf 
der einen Kreisperipherie hat und deshalb auch auf der ande- 
ren. Wenn wir im Folgenden Potentiale bilden, die eindeutig 
und stetig im Kreise 7’, sind, und auf 8, den Mittelwert Null 
haben, so muss dasselbe fiir S, gelten; bilden wir Potentiale, 
die eindeutig und stetig auf 7 sind, und auf S, den Mittel- 
wert Null haben, so muss das auch ftir S, gelten; die ent- 
sprechende Funktion wird allerdings, da v als ein Integral be- 
stimmt wird, in der Regel konstante, rein imaginaére Differenzen 
in den Querschnitten der Fliche haben, aber diese kénnen wir 
uns immer so geftihrt denken, dass sie nicht in den Kreisring 
hineinkommen, und die Funktion wird dann in diesem ein- 
deutig und stetig sein. Nach diesen Bemerkungen ist es nicht 
notwendig im Folgenden darauf aufmerksam zu machen, dass 
jedes Potential, das wir konstruiren, den Mittelwert Null auf 
beiden Kreisen hat. Unter w(r,) verstehen wir die Werte des 
Potentials w auf dem Kreise S, u.s. w. Es wird stets angenom- 
men, dass die Potentiale eindeutig und stetig sind. 


Nun konstruieren wir: 


u, auf 7\, so dass u, auf S, gleich ist w(r,). 

u, auf 7, so dass uw, auf S, tiberein stimmt mit u,—w(r,). 
Der grésste numerische Wert von u, auf S, sei g; dann 
ist er auf S, kleiner als ag. 

u, auf T,, so dass, langs S,, u,=u,+u(r,); auf S, und des- 
halb in ganz 7, ist dann der numerische Wert von u,—u, 
kleiner als ag. 

u, auf 7, so dass, langs S,, u,=wu,—vwu(r,). Der numerische 

Wert von u,—w, ist dann auf S, kleiner als ay, auf S, 

kleiner als o79. 


Auf diese Weise fahren wir fort und bilden, ganz wie auf 
S. 216, zwei konvergente Reihen, welche die eindeutigen und 
stetigen Potentiale 


w =limve,+, und uw’ =lim wen, 
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bestimmen, die beziehungsweise fiir 7, und 7), gelten. Die 
Potentiale 
wu’ und wu + u(r) 


sind dann beide eindeutig und stetig auf dem Kreisringe, und 
sie muissen tberall in diesem tibereinstimmen, da sie gleiche 
Werte auf den beiden Kreisen haben. Sie bilden also zusam- 
men ein Potential, das tiberall eindeutig und stetig ist, aus- 
genommen an den Stellen, wo w unstetig ist, und da verhalt 
es sich wie uv. Bilden wir die entsprechende Funktion ¢ (2), 
so wird diese eindeutig und stetig auf der ganzen Flache sein, 
ausgenommen da, wo f(z) unstetig ist, und da wird ¢ (z)—f (ez) 
stetig sein, und ausgenommen in den Querschnitten, wo konstante, 
rein imaginaére Differenzen vorkommen kénnen. An diesen 
Stellen ist indessen die Unstetigkeit, da sie von einem Integral 
herrthrt, nur formell in der friiher angegebenen Bedeutung. 
112. Im besonderen kénnen wir 


setzen, wo a und 4 zwei Punkte bedeuten, die innerhalb S, be- 
legen sind. Der reelle Teil dieser Funktion ist ein Potential, das 
eindeutig und stetig in 7’, ist, ausgenommen auf einer Linie, die 
a und & verbindet; auf dieser hat es die konstante Differenz 1. 
Da wir a4 nach und nach mit allen Teilen der Querschnitte 
zusammenfallen lassen kénnen, so kénnen wir durch Multipli- 
kation mit passenden Konstanten und Addition Potentiale bil- 
den, die gegebene konstante Differenzen auf allen Querschnitten 
haben. Indem wir zu den Funktionen tibergehen, haben wir 
also die Riemannschen Existenztheoreme: 

Es existieren auf einer beliebig gegebenen, geschlossenen 
Riemannschen Fliiche Funktionen, die eindeutig und stetig auf 
der ganzen Fliche sind, ausgenommen auf den Schnitten, wo 
sie konstante Differenzen mit beliebig gegebenen, reellen Teilen 
haben, wo die Unstetigkeit doch nur formell ist. Diese Funk- 
tionen sind Abelsche Integrale erster Art. 
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Es existieren Funktionen, die denselben Bedingungen ge- 
niigen, aber ausserdem auf gegebene Weise in gegebenen Punkten 
polar unendlich sind; diese Funktionen sind Abelsche Integrate 
weiter Art. 

Es ewistieren Funktionen, die denselben Bedingungen ge- 
niigen, aber ausserdem logarithmisch unendlich in gegebenen 
Punkten sind, jedoch so, dass deren Residuensumme Null ist; 
diese Funktionen sind Abelsche Integrale dritter Art. 
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KAPIPEL ‘1. 
DIE FUNKTIONEN I(z) UND {(2). 


DIE FUNKTION Jz). 


1. Gehen wir aus von Gauss’ Definition 


(1) ane ee ee 
Z Zz zg 
(i+ q)(t+5)--- (145) 
so erhalten wir 
ners 

F'(z+1) =lim ae Eset ee | 
1 z+1 Ve 
(2-+1) (eee Vr 2S)... (14 44) 


und hieraus, da 
Rene ne ey et I 


I P Dae 
Pet D — tim ne nee, 
2) (n+1) (1 rr =) 
mithin 
(2) T(t) —2 § (2): 


Da aus (1) hervorgeht, dass (1) =1, so erhalt man aus 
Piles (sea teee Eine tl)! 
Ferner ist 


r@rd-s=—re@er(—)=-|(t-F)(1-p)-- 
mithin (/uler) 
(3) Wend 2) = 


T 


sina 2’ 
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woraus (1) =z, also P(8)=4Va; T'(8)= 8Va; T(— y= 
—9Va U.S. W. 

Aus (1) folgt, dass / hier den positiven Wert bedeutet, 
denn unter »* verstehen wir e*’", wo /n den positiven Wert 
des Logarithmus bezeichnet. | 

2. Setzen wir 


rar()r@)..r@=), 
P P 


wo p eine ganze Zahl bedeutet, so erhalten wir 


rar) ee) hr) 


Toa 
z sin ~ sin sine a 
D 
Hier sind die Faktoren des Nenners, wenn man sie mit 2 
multipliciert, die Moduln der linearen Faktoren von a , wenn 


man in diesen «=1 setzt; man erhadlt deshalb 


(4) PS (Oa) 4: 
Diese Formel lasst sich erweitern. Man hat identisch 
| ( 
eae Pe | siete ed 
qY Patr q 


fir ¢g=0 ersetzen wir diese Idenditaét jedoch durch 
a+ ieee (1 + Pay r 
» Le 
Wir geben nun qg die Werte 0, 1, 2... und fir jeden 


von diesen r die Werte 0, 1, 2...p—1, und multiplicieren 
auf beiden Seiten. Auf der linken Seite erhalten wir dann 


DIE FUNKTIONEN I(z) UND ¢(2). 229 


eben die Faktoren, die sich im Nenner finden, wenn wir die 
Gaussische Formel auf das Produkt 


: 2 = 
r@r(a +7) r(a +7) an r(a + = 
anwenden, wahrend der Zahler ne¢+?(e—) wird. Auf der rech- 
ten Seite erhalten wir den Nenner im Produkte I’(pa)-P; da- 
bei fehlt jedoch ein Faktor p, und fiir x in I'(pa) haben wir 
pn+p—t1 genommen. Der Zahler wird (pn + p—1)24nt2?), 
Dividieren wir mit dem letzten Produkt in das erste, und lassen 
wir ” bis ins Unendliche wachsen, so wird das Resultat p—»7t', 
und dadurch finden wir, wenn der oben gefundene Wert ftir 
P eingesetzt wird, 


(5) rar(a+i)r(a+%)...r(a+? t) =(2n)"F py" 1(pa) 


P 


Die hier entwickelten Formeln ritihren von Gauss her. 


Fir a=5, p=2, erhalten wir eine Formel, die spater 
angewandt werden wird: 
(6) fe (5) alee) = 9'--/n (2). 
3. Aus (1) erhalten wir, wenn 
; i Ks 1 
C=tim(t + 9 + Ree ites In) 


die Hulersche Konstante bedeutet, 
2 2 zg zZ 
2 z 
(7) ee lala 2) 2) 4...5 
diese Reihe ist konvergent in der ganzen Ebene, ausgenommen 


in den Punkten 0, —1, —2,..., und liefert die von Weier- 
strass zuerst gefundene Zerlegung in primare Faktoren 
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(8) ay wet (tt een’, 

1 
re) 
ganze transcendente Funktion mit den Nullpunkten 0, —1, —2,..., 
wahrend diese Punkte Pole fiir /’(z) sind. Die Residuen von 
diesen findet man, wenn man wie Prym die Funktion in zwei 
Teile zerlegt, von denen der eine stetig in der ganzen Ebene 
ist, waihrend der andere die Pole enthalt; man erhalt diese 
Teile, wenn man die Integraldefinition benutzt und das Inte- 
eral in zwei andere zerlegt, namlich 


giiltig fiir die ganze Ebene. Die Funktion ist also eine 


oa ey 
GO(aj== e—* a" de und P(e) = \e-#ae—tde, 
1 0 
Von diesen ist das erste holomorph in der ganzen Ebene; 
aus dem zweiten erhalt man, wenn man e~*” in einer Reihe 
entwickelt, 


P(z) = 1 at 1 |. 7 soe ne 1 ——— : 
~ @ Ae(2+1)'" 1-2(24+2) 1-2-3843) 0° °°’ 


diese Reihe bestimmt eine fiir die ganze Ebene eindeutige Funk- 
tion, die sich in den Polen 0, —1, —2... wie I’(z) verhalt. 
Aus der Forme! geht hervor, dass das Residuum ftir den Pol —n 


1 


n! 


a1)" 
ist. 


4, Aus (1) finden wir 


IP’ (2) _ +. he ees 1 
(9) Fy Pit lim jin— err =| 


Wir kénnen jedoch einen anderen Ausdruck fiir diese 
Funktion finden, wenn wir 


1 
z2+t 
\ a dt 
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betrachten, wo das Integral in positiver Richtung langs einer 
Kurve zu nehmen ist, die durch die Punkte 0 und » geht und 
die Punkte 1, 2...%—1 einschliesst. 

Wir setzen zunachst voraus, dass der reelle Teil von z 
positiv ist, so dass der Zahler des Bruches nicht innerhalb der 
Integrationskurve unendlich wird; der Wert des Integrals ist dann 


ere LAG a san 1 
2+92 Ton) 


Ist dagegen der reelle Teil von z negativ, und erweitern 
wir den Integrationsweg wie Seite 162, so liegt der Punkt 
t= —z innerhalb dieses Weges; zu diesem Punkte gehdrt dann 


das Residuum so dass diese Grésse, miultipliciert 


g—aate_{? 
mit 27, zu den oben stehenden Gliedern hinzuzuftigen ist. 
Nun haben wir (S. 163) das Integral als eine Summe von 


zwei anderen ausgedrtickt; das eine von diesen ist 


dt 
\ =Il(e+n)—lz. 


Um diese Logarithmen genauer zu bestimmen, haben wir 
zu beachten, dass der Integrationsweg von O bis ” ursprting- 
lich von O bis + coz und von da nach w ging, dass er sich 
jedoch in den geradlinigen Weg von 0 bis  zusammenziehen 
liess, da wir dabei keinen singularen Punkt tiberschritten. Das 
gilt indessen hier nicht, wenn der Punkt —z im ersten Qua- 
dranten liegt; in diesem Falle mtissen wir den Weg aussen 
um diesen Punkt herumgehen lassen. Setzen wir z+t=re%, 
also dt=ire#d0 + efidr, so erhalten wir durch die Integration 


] lje+n| 
nN 


lletn\|—lje +0i= + in —ltl2| +02, 

wo 9 den Winkel bedeutet, um den die Linie von —z bis ¢ 
sich gedreht hat, wahrend ¢ von 0 nach m ging. Lassen wir 
n bis ins Unendliche wachsen, so konvergiert das erste Glied 
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nach 0, und @ ist der Winkel von der Richtung —z,0 nach 
der Richtung —2,+-co; die erste Richtung ist dieselbe wie 
die von 0 nach 2, —@ ist also das Argument von z. Betrachtet 
man eine Figur, und beachtet man, dass ¢ der Axe der reellen 
Zahlen von 0 bis +co folgen soll, ausgenommen wenn —2 
im ersten Quadranten liegt, so findet man, dass der Wert von 
Arg. 2, den man benutzen soll, derjenige ist, der zwischen 
os Ot baer é : : 

ep und + 9 liegt; setzen wir /)2;—@i=Jz, so folgt hier- 
aus, dass der Wert dieses Logarithmus dadurch bestimmt wird, 
dass er reell sein soll fiir positive e und ferner stetig so be- 
stimmt wird, dass e nicht den negativen Teil der Axe der 
imaginéren Zahlen tiberschreiten darf. 

Wir erhalten nun unter Benutzung der Formel auf 8. 163 
und mit der angenommenen Bedeutung von Je: 


be | 0) R.z pos. 
We 9\_ ydy os ee 
z) Ox e+) (e274 — 1) — a R. eneg. 


2: 


I'(z 
(10) T(e 


Das Integral ist unbenutzbar, wenn 2 auf der Axe der 
imaginéren Zahlen liegt, und es bestimmt auf den beiden Seiten 
dieser zwei verschiedene Funktionen, deren Unterschied durch 
die hinzugefiigten Glieder ausgedrtickt wird. Es bleibt unver- 
andert, wenn z mit —z vertauscht wird, und dadurch erhalt 
man, wenn man den reellen Teil von z als positiv annimmt, 

r'(z) I'(—e) 1 , Qui 1 
Tey (ey al ae a ee 
ein Resultat, dass sich auch leicht aus Hulers Formel ableiten liasst. 

Setzen wir 2=xz+ iy, so erhalten wir aus (9), wenn wir 
die Funktion durch w bezeichnen 


enon Agee (in— xrt+n ; | 
w(x + zy) = lim | /n 2 Gn ry +4 ED Yemany oT) 


Man ersieht hieraus, das die Nullpunkte alle reell sind, 
zu ihrer Bestimmung hat man: 
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ae | 
w (x) = lim (in — 33) =): 


Fir positive « ist diese Grésse mit 2 wachsend, und da 
w(1)= —C negativ, w(2)=1—C positiv ist, so giebt es nur 
eine positive Wurzel, und diese liegt zwischen 1 und 2. Le- 
gendre hat fir ihren Wert 1,46163 ... gefunden. Die Abgeleitete 
von y(«) ist positiv und die Funktion daher von einem Pole 
bis an den folgenden immer von — oo bis + co wachsend, so 
dass sich zwischen zwei Polen immer ein Nullpunkt finden muss. 

Setzen wir einen solchen gleich —m-+ a, wo m eine ganze 
Zahl und a ein echter Bruch ist, und denken wir uns m so 


: ; 1 
gross, dass wir von Gliedern von der Ordnung = absehen 
mm 


kdénnen, so erhalten wir aus (10) zur Bestimmung von « 
xcolan =Im. 


Wenn jz! bis ins Unendliche wachst, so wird das Rest- 
integral in (10) unendlich klein von zweiter Ordnung, und das 
fiir einen negativen reellen Teil von z hinzugefiigte Glied wird 
im zweiten Quadranten 0, im dritten aber —2a7; nehmen wir 
dieses Glied mit hinein in /z, so wird die Unstetigkeitslinie 
nach dem negativen Teil der Axe der reellen Zahlen verlegt, 
und wir erhalten ftir unendlich ferne Punkle z, abgesehen von 
Gliedern von héherer als erster Ordnung, 


1 


Cae 
wed 


(2) 
(11) Jae vane: 
wo der Logarithmus reell ist ftir positive 2 und sich von dort 
aus stetig so 4ndert, dass 2 den negativen Teil der Axe der 
reellen Zahlen nicht tiberschreitet. 

5. Wir wollen nun aus (10) eine neue Formel ableiten, in- 
dem wir mit dz multiplicieren und von 1 bis zintegrieren. Nun 
ist (1) =1, und wir erhalten dann fiir einen positiven reellen 
Teil von 2: 


ie.) y oa 
: arctg 2 aretg 4 
IT (2) =(e—Hle—2 4 142\ 47 dy —2\ SE ay. 


0 0 
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Das erste Integral verschwindet fiir z= oo, und die friher 
fiir ganze positive ¢ abgeleite Formel (S. 168) zeigt dann, 
nachdem man x mit n—1 vertauscht hat und da I’(m)= 
1-2-3...(m—1), dass man haben muss: 


oo 
y\ are tg y ; 
i. PT ee bak os 412, 


tt) 


und deshalb fiir alle 2 mit positivem reellem Teil: 


ms ¥ 
are tg 2 
(12) I (2) =(e—Ple—24+ 412042 Seg ty 


oO 


Ist der reelle Teil von 2 negativ, so findet man die Formel 
am leichtesten durch Benutzung von Fulers Formel, die sich 
schreiben lasst: 

T 
‘(z) (—2z)= : ae ae I'(—2)=la —l(—2) —Isi j 
I (z) P(—2) eee LI(z)+l0(—z2)=la—l(—2) —Isinae 

Setzt man hierin den obenstehenden Ausdruck ein und 

vertauscht darauf 2 mit —z, so findet man: 


me ¥ 
(13) LI (z) = (e— §) l(— 2) —Ilsinnz—z2+ 415 4-2 See ay, 


to) 


diese Formel gilt also, wenn der reelle Teil von 2 negativ ist. 
Unsere Formeln gelten nicht fir z=i, wo & reell ist; 
man erhalt indessen 


ee ; — In 
LE ODN ip en i Be ey 
dieser Ausdruck bestimmt, da die beiden Faktoren auf der 
linken Seite konjugierte komplexe Gréssen sind, das Quadrat 
ihres Modulus. Dieser, der unendlich ist, fiir k:=0, erweist 
sich also als stark abnehmend, wenn der Punkt sich auf der 
Axe der imaginéren Zahlen entfernt. 


DIE FUNKTIONEN I'(z) uND ¢ (2). 935 


6. Man kann log /’(z+1) in einer Potenzreihe vom Punkte 0 
aus entwickeln, und diese Reihe erhalt den Konvergenzradius 1, 
da —1 der nachste singulare Punkt ist. Aus (7) erhalt man 


1(@) +12=11(2+1)=—C2—| (1 + £)_ 2) _{als ia |= 


“a 


Entwickeln wir hier die einzelnen Glieder, und setzen wir 


1 1 
SN gg Tiga hs ot 


so erhalten wir ftir |z|<1 
(15) Ir(e+1)=—Cze4+4s,2e—45,2e%+145,2°—.... 


Die Gréssen s, sind auf 32 Decimalstellen berechnet bis 7 = 70.*) 


DIE FUNKTION ¢(z). 


7. Die Funktion ¢(z) lasst sich, wenn der reelle Teil von 
z grosser als 1 ist, definieren durch 


1 1 1 


Eine andere Definition erhalt man, wenn man in die Formel 
2 1 
\e-ne gel da = — Iz) 


ar n? 


fir n nach und nach 1, 2, 3... setzt und addiert; dadurch 
erhalt man 


rs ee 
T(z) (2) = aaa dx. 


Riemann hat hieraus eine andere Form abgeleitet, die fur 
die ganze Ebene gilt; er betrachtet 


1) T, J. Stieltjes: Acta Math. Bd. 10, Pg. 300. 
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(ae dx, 


J er—1 


wo der Weg um die Punkte 0 und co geht, auf dem Wege 
nach Unendlich etwas unterhalb des positiven Teils der Axe 
der reellen Zahlen, darauf um den Punkt co und zuritick etwas 
oberhalb der Axe der reellen Zahlen. (—)*—! ist auf dem 
Wege als e@—'-*) zu verstehen, wo der imaginare Teil von 
1(—a) unterhalb der Axe +a7 und oberhalb der Axe —az 
ist, denn /(—.x) wird als reell genommen, wenn « negativ ist. 
Wir erhalten mit anderen Worten 


(~ 1) -1— pt(e—1)ai, 


wo das obere Vorzeichen unterhalb, das untere oberhalb der 
Axe zu nehmen ist. Nun ist ett#=—1, so dass die beiden 
Teile des Integrals die Summe 
ve) 
v2—-1da 


ex~— 1] 
0 


(e—w2i emai) = — Yisinae I(z) (2) 
haben. 

Das Integral, langs kleinen Kreisen um die Punkte 0 und 
co genommen, fallt fort, denn bei co ist die Funktion unter 
dem Integralzeichen verschwindend, und bei 0 haben wir, da 
wir dort ftir den Nenner x setzen kénnen, —\(—2)*-2 ax, 
und dieser Ausdruck ist Null, wenn der reelle Teil von z grésser 
als 1 ist. Wir haben also unter dieser Voraussetzung 


9) 


(17) QsinazT(2)C(2) =i 9 


(0) 


z—1 


da 


mit der angegebenen Bedeutung des Integrals. Dieses stellt in- 
dessen ftir alle Werte von 2 eine monogene Funktion dar und 
liefert also die Erweiterung von C(z) auf die ganze Ebene. 
Das Integral lasst sich auch auf eine andere Weise aus- 
driicken, da die geschlossene Kurve, lings der es gefiihrt ist, 
auch Grenzkurve fiir den ausserhalb ihr liegenden Teil der Ebene 
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ist; in- diesem liegen die singularen Punkte 2pai fiir p= +1, 
+2 u.s.w.; nun hat das Integral, in negativer Richtung um 
den Punkt 2pai gefiihrt, den Wert —2ai(—2paz)?—!, und 
dieser ergiebt, wenn man ihn zu dem entsprechenden fiir den 
Punkt —2pai addiert und-mit dem vor dem Integralzeichen 
stehenden Faktor 7 multipliciert, 


(2x)2p7-1 [(— 4)2-1 + Neate 


Tw. T : 
= (22)7p2 (e-@-0) $3 = ee) 54) = YJz+1 ede aaa sin > 


Wenn wir nun fiir p=1, 2,3... summieren und uns den 
reellen Teil von 1—z grésser als 1 denken, so erhalten wir 


sin x2 I'(z)¢ (2) = 2¢n? sin 4nz0(1—2), 


oder, wenn wir sin zz und sin $az durch Hulers Formel ((3)) 
ausdrticken, 


(5) r(1 -_ é| C(2) = Qen* (1 —2)C(1 —2). 


Nun erhalt man jedoch aus (6), wenn man 2 mit — z ver- 
tauscht und mit —ez multipliciert, 


; 2 i—ez ; 
pa) les )=2ent (1 —2); 


dadurch Jasst sich die Formel schreiben: 


l—z 


(18) a r(Z)e(@ane (45 )ea—a); 


hieraus geht hervor, dass der Ausdruck auf der linken Seite 
unverandert bleibt, wenn z mit 1—¢ vertauscht wird. Wir 
haben die Formel unter der Voraussetzung abgeleitet, dass der 
reelle Teil von —z positiv ist; aber da sich die Funktionen 
auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens auf die ganze Ebene 
erweitern lassen, so fallt diese Kinschrénkung fort. 


bo 
wo 
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Multiplicieren wir (18) auf beiden Seiten mit }2(1—e), so 
erhalten wir 


x 2-1 ae 
(19) a 31(é + ji —z)C(z) =n 2 re 9 *) et(1—2). 


Die Funktion auf der linken Seite mit entgegengesetztem 
Vorzeichen ist von Riemann mit §(t) bezeichnet, wenn z= 4 + ?¢. 
Die Gleichung zeigt, dass diese Funktion unverandert bleibt, 
wenn ¢ mit —?¢ vertauscht wird. 

8. Wir wollen nun die Funktion ¢(z) genauer untersuchen 
und dazu die Gleichung (17) benutzen, bei der wir Nullpunkte 
und Pole fiir die beiden durch das Gleichheitszeichen verbun- 
denen Funktionen vergleichen wollen. I(z) hat keine Null- 
punkte, sondern einfache Pole in den Punkten 0, —1, —2...; 
sin xz hat keine Pole, sondern einfache Nullpunkte in ...—2Q, 
— 1, 0, 1, 2...; sin wz2I(e) ist also ganz transcendent mit 
den Nullpunkten 1, 2,3... Betrachten wir nun das Integral, 


so haben wir 


1 14) 
iat eee 


wo F eine Potenzreihe bedeutet, die lauter ungerade Potenz- 

1 1 
exponenten hat, da aren ny 
selt!). Multiplicieren wir mit (—)*—!, wo 2 eine ganze Zahl 
darstellt, und integrieren wir darauf langs der geschlossenen 
Kurve, die sich, da die Funktion eindeutig ist und ihre Pole 
auf der Axe der imaginaren Zahlen hat, in einen kleinen Kreis 
um den Nullpunkt zusammenziehen lasst, so sehen wir, dass 
man 2a7 fir g=1 erhalt, wahrend ftir z>1 alle einzelnen 
Glieder den Wert Null ergeben. Fitir 2 negativ und ungerade 


das Vorzeichen mit « wech- 


giebt es ein Glied von der Form < , und das Integral ist nicht 


Null; dasselbe gilt fiir z=0, wahrend man fiir z= — 2, —4, —6... 

*) Durch Zerlegung des Bruches und Entwickelung der einzelnen Brtiche 

in Reihen lasst sich zeigen, dass keins von den Gliedern mit unge- 
raden Exponenten in & fehlen kann. 
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den Wert Null erhalt. Die Funktion ¢(z) muss deshalb Null- 
punkte in diesen Punkten haben, und einen einfachen Pol mit 
dem Residuum 1 im Punkte 1, so dass (2—1)€(z) eine ganze 
transcendente Funktion ist. In der oben betrachteten Funktion 


0) fa) =a-ir( +1)a—at@=re—a 


ist der Pol in ¢(z) aufgehoben durch den Faktor 1—z, wih- 


zZ 
5 +1] auf- 


gehoben werden. Die Funktion ist also eine ganze transcen- 
dente Funktion, deren Nullpunkte dieselben sind wie diejenigen, 
die ¢(z) méglicherweise ausser den bereits gefundenen haben 
kann. In der That existieren solche, und wir kénnen von 
ihnen beweisen, dass ihr reeller Teil zwischen O und 1 liegt; 
da aus (20) hervorgeht, dass wenn «@ ein Nullpunkt ist, 1—a 
es auch ist, so mtissen die Nullpunkte zu je zweien symme- 
trisch zum Punkte 4} legen. Wir brauchen also nur zu_be- 
weisen, dass bei keinem Nullpunkte der reelle Teil grésser als 
1 sein kann. 
Das folgt aus der bekannten Hulerschen Formel 


rend die gefundenen Nullpunkte von den Polen in r( 


1 1 1 

(21) nya )=1t+ gett 

wo fiir p nach und nach alle Primzahlen eingesetzt werden und 
dann das Produkt gebildet wird. Sowohl das Produkt wie die 
Summe sind nur konvergent, wenn der reelle Teil von 2>1; 
ausserhalb des dadurch bestimmten Gebietes hat die Gleichung 
also keine Bedeutung. Wir ersehen hieraus, dass ¢(z) und des- 
halb auch f(z) keine Nullpunkte haben kénnen, deren reeller 
Teil grésser als 1 ist, denn kein solches Punkt kann einen 
der Faktoren des Produktes zu Null machen. 

9. Um die Anzahl der Nullpunkte ftir f(z) zu bestimmen, 
legen wir um den Punkt 4 als Mittelpunkt einen Kreis mit 
einem unendlich grossen Radius a und denken uns, dass der 
Kreis durch keinen Nullpunkt geht; die Anzahl von solchen 
wird dann bestimmt durch | d/ f (2), positiv langs dem ganzen 
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Kreise genommen. Nun ist jedoch f(z)=/f(1— 2), so dass wir 
uns damit begniigen kénnen das Integral auf dem rechts lie- 
genden Halbkreise zu nehmen, wenn wir hinterher mit 2 mul- 
tiplicieren. Setzen wir 2 =r (cos@+sin@), und lassen wir 7 
bis ins Unendliche wachsen, so konvergieren, fiir einen posi- 
tiven cos@, ¢(z) und ¢C'(z) beziehungsweise gegen 1 und 0 
((16)), '(2): f(z) gegen 0. Fiir den Grenzwert cos 9=0 ist 
das angefiihrte Verhaltnis endlich, da wir vorausgesetzt haben, 
dass der Kreis durch keinen Nullpunkt geht. Wir finden also 
nach 82 fiir die gesuchte Anzahl von Nullpunkten, multipliciert 
mit 2x2, 


2 | aie 2+dl ble fi 1) a au(i—a) |, 


positiv genommen lings dem rechten Halbkreise. Das erste 


Glied ergiebt —2aila, das letzte2a7. Fiir Qdl (5 + 1) k6nnen 


wir nach (11), abgesehen von Gliedern zweiter Ordnung, 


Z 
i(; a 1) de— 3 < setzen, wo das letzte Glied durch Integra- 


C4 


tion —ai liefert. Ftr das nachbleibende Glied wollen wir z 
in g+4 verandern, da es méglicherweise von Einfluss auf das 
endliche Glied ist, dass wir den Mittelpunkt des Kreises in den 
Punkt 3} gelegt haben. Wir erhalten dann, wenn wir den Jnte- 
grationsweg in die gerade Linie von — ai nach +ai zusam- 
menziehen 


hy he 0s ee be +ai ho Bh ., 0,549 a% 
G ] = iT _ i] Sale 
al (7 a All (; T 5) ale ail(4 a ) aM ie cy 


Da das letzte Glied oni ist, so haben wir, wenn wir das 
or 
Glied Te? dass nur Einfluss auf die unendlich kleinen Glieder 
hat, vernachlassigen, und wenn m die gesuchte Anzahl von 
Nullpunkten bedeutet, 


Inin= —Vaila+%ni—VJait p 


grit2ails, 


oder 


ee bx 9 
(22) n=O (igi —1) +5. 
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Diese Punkte liegen zu je zweien symmetrisch mit Bezug 
auf die Axe der reellen Zahlen, denn die Funktion ist reell fiir 
positive 2>1 (87). Die Formel stimmt tiberein mit derjenigen, 
die Riemann ohne Beweis gegeben hat, jedoch fehlt in der 


Riemannschen Formel das Glied he der Beweis ist hier ange- 


fihrt, weil Grund zu der Annahme vorhanden ist, dass Riemann 
auf einem ahnlichen Wege zu seinem Resultat gelangt ist, aber 
unsere Entwickelung ist in Wirklichkeit nicht unanfechtbar; 
wenn namlich die Nullpunkte mit wachsendem a dichter und 
dichter fallen, so muss der Kreis solehen Punkten unendlich 
nahe kommen, und wir kénnen dann nicht ohne Untersuchung 
das cos 8=0 entsprechende Element des Integrals fortwerfen. 
Um das Verhaltnis von einem anderen Gesichtspunkt aus zu 
betrachten machen wir darauf aufmerksam, dass das Integral 
die Zunahme bestimmt, welche das Argument der Funktion 
(multipliciert mit 7) erfahrt, wenn 2 den Halbkreis durchlauft. 
Ist nun z=a+i(a>1), so zeigt (16), dass wir €(z2)=1+k 
setzen kénnen, wo |k|<sa—1; da man s,=1,6... hat, so ist 
|k| ein echter Bruch, so lange der reelle Teil von z grésser 
ist als eine gewisse Zahl /, die zwischen 1 und 2 liegt. So 
lange man |k|<1 hat, kann jedoch 1+ keine Kurve be- 
schreiben, die um den Nullpunkt herum geht, und das Argument 
der Funktion kann deshalb keine Zunahme erfahren, die 2 er- 
reicht. Der Mangel des Beweises liegt also darin, dass wir 
nicht die Verinderung des Arguments kennen, welche von dem 
Teile der Kreisperipherie herrtihrt, deren Projektion zwischen 
4 und / fallt. Die Richtigkeit der Formel ist von v, Mangoldt 
bewiesen'); dieser sttitzt sich auf einen Satz von Hadamard, 
den wir gleich erwahnen wollen. 

10. Erteilen wir @ die Zunahme 1, so erhalten wir ober- 
halb der Axe der reellen Zahlen eine Zunahme der Anzahl 


der Wurzeln, die abgesehen von verschwindenden Gliedern dar- 
: ine ; ra ; he 
gestellt wird durch ~—/=—, eine Grésse die mit @ bis ins Un- 
Qn Wa 
endliche wachst. 


1) Sitzungsberichte der kénigl. preussischen Akademie der Wissen- 
schaften 1894. 
16 
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Verstehen wir unter a+ 8i zwei konjugierte Nullpunkte, 
so sehen wir nun leicht, dass die Reihe 


| Q(e— a) 
> eer “hi een aa Py pe a) ap. 


unbedingt konvergent ist. Nehmen wir néamlich diejenigen 
Glieder, fiir welche 6 zwischen » und n+ 1 liegt, wo » eine 
sehr grosse Zahl bedeutet, so ist die Anzahl der Glieder kleimer 
als 78, die Summe ihrer Moduln also kleiner als 


Zjz2—all(n+1). 
(g—a)?tn® ’ 


die Reihe aber, in der dieses Glied das allgemeine ist, ist kon- 
vergent fiir alle endlichen 2. 

Riemann nimmt an, dass man fiir alle Nullpunkte a= } 
hat, oder mit anderen Worten, dass die Gleichung £&(¢) =0 
lauter reelle Wurzeln hat, ein Satz der indessen nicht bewiesen 
ist. Hadamard hat bewiesen'), dass §(¢), als Funktion von ¢? 
genommen, vom Geschlechte Null ist. Hadamards Satz sagt 
also, dass man 


(23) H)=4(1—F)(1- leah 


1 2 


hat, wo A=&(0) eine Konstante bedeutet. Auf diesen Satz 
sttitzt », Mangoldt seinen Beweis, wahrend wir oben den ent- 
gegengesetzten Weg gegangen sind ohne jedoch darauf einzugehen 
zu zeigen, dass das Polynom G auf eine Konstante reduciert 
wird. 

11. Wir erhalten einen neuen allgemein giilligen Ausdruck 
fiir $(2) durch Anwendung der Summationsformel auf S. 164; 
diese liefert 


pena 1 1. DG ease ee 
e, te 


‘) Liouvilles Journal 1893. 
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Wir kénnen die Summation auch weiterhin in der Reihe 
beginnen und erhalten dann 


% 1 al al | 1—z 
eam g gs at PT e ee 
z n+ iy)—*_(n—iy)—? 
(25) —, al i) dy. 


a) 


Hier nimmt das Restintegral nach Null zu ab, wenn x 
bis ins Unendliche wachst und der reelle Teil von 2 positiv 
ist; man hat deshalb in diesem Falle 


1 1 1—z 
oa ee rae 


Nun fanden wir friiher (59), dass die Summe der Reihe fiir 
z= 1+ i unbestimmt war, aber auf einen bestimmten Kreis mit 


dem Radius 5 fiel. Der unbestimmte Teil wird aber eben durch 


das letzte Glied in (26) aufgehoben, und der Mittelpunkt des 
Kreises bestimmt also den wirklichen Wert der Funktion. 

Wenn ¢ eine negative ganze Zahl ist, so kénnen wir leicht 
den Wert der Funktion mit Htilfe von (24) finden, wenn wir 
im Zahler des Restintegrals die Binomialformel els und 
den Ausdruck ftir die Bernouillischen Zahlen auf 8. 165 be- 
nutzen. Auf diese Weise findet man 


C(0) = —$3 €(—1)=— ahi NG 2) = 0; 
((—3) =330;3 6(— 9) = — 3 ne pe (ea Os 


Fiir andere Werte von z kénnen wir auf ahnliche Weise 
(25) benutzen, aber wir miissen hier bei der Benutzung der 
Binomialformel » bis ins Unendliche wachsen lassen, da y bis 
ins Unendliche wiichst; wir erhalten also fir das Restintegral 


eee le 2(2+1)(e+2) 
(27) 2n ( ees RON ees 


16* 
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wo wir die Reihe nach einem beliebigen Gliede abbrechen 
kénnen; die Formel gilt dann aber nur fiir einen gewissen Teil 
der Ebene. Ist beispielsweise R-2>—5, so fallen die Glieder 
nach den beiden angefiihrten (in 27) fort; werden dann die 
beiden Glieder auf der rechten Seite von (26) hinzugefiigt, so 
erhalten wir eine Formel, die gilt, wenn der reelle Teil von 2 
grésser ist als —5. 

12. Man kann fiir Clea eine Reihe bilden, die 
nach Potenzen von 2 fortschreitet und in der ganzen Ebene 
gilt, wenn man den Zihler in (24) nach Potenzen von ¢ ent- 
wickelt; dadurch erhalt man als Koefficient von 2" 


e2ty— 


Qn 
(28) A,=(—1)*- ay (L+iy)—l (i—iy) gy 


e 


Man findet hier (Gram) 


A, =1—14192 = 0,081061466795 ... 
ve — 0,003178227954... 
ise — 0,000785194477 . 


Jensen und Stieltjes haben der Reihe eine etwas andere 
Form gegeben; die folgenden Koefficienten verdanke ich jedoch 
einer Mitteilung von Gram, der die Berechnung am weitesten 
fortgefiihrt hat; er hat gefunden: 


C(1—2) = — + + 0,57791566490153989 . .. (0) 
—z 0,0798158454836767... — 2? 0,0048451815964361 ... 
4. 2 0,0003423057367172... + 2* 0,0000968904193944.. ... 
+ 2 0,0000066110318108... — 2* 0,0000003316240908 . . . 
— 2" 0,0000001046209459....  — 2* 0,0000000087332180 . .. 
—z* 0,0000000000947826... + 2° 0,0000000000565841 ... 
+ 2"* 0,0000000000067686... + 2? 0,0000000000003492 . ... 
— 2? 0,0000000000000044....  — 2'#0,0000000000000024.... . 


— 2'° 0,0000000000000002 . 
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ANWENDUNG AUF DIE THEORIE DER PRIMZAHLEN. 

13. Aus der Eulerschen Formel (21) erhalten wir, wenn 
wir logarithmieren und die einzelnen Glieder in Reihen ent- 
wickeln, 


(29) Sp-* + esp +4 sp s+ ...=1C(2), 


gtltig, wenn der reelle Teil von z grésser ist als 1. Setzen wir 
C(z)=1+4, also 


(30) a= 2 e+ 3-*#+ 4-414 ,, Jf (2) =a—ta’+ ikai—... 


so sehen wir den identischen Charakter der Formel. Die 
Glieder in Sp~* kommen namlich jedes einmal in @ vor, aber 
nicht in den folgenden Gliedern; die Glieder in 2p—?? finden 
sich jedes einmal in a, und mit —4 multipliciert in —}a’, 
aber nicht in den folgenden Gliedern, und so fort; man zeigt 
néamlich leicht, dass man ftir dieselbe Funktion nicht zwei ver- 
schiedene Reihenentwickelungen von der angegebenen Form 
haben kann. Wir erhalten deshalb auch eine Identitat, wenn 
wir auf beiden Seiten von (29) nur alle Glieder kn-*? mit- 
nehmen, bei denen » kleiner ist als eine beliebig gegebene, 
positive, nicht ganze Zahl w. Dasselbe gilt ftir eine Fuile von 
anderen Formeln, die sich aus (29) dadurch ableiten lassen, 
dass man differentiiert, integriert, ftir z den Wert 2+ 1 ein- 
setzt u.s.w. Im besonderen wollen wir ftir ¢ eine Konstante 
in die Formeln einsetzen; ist diese a, so k6nnen wir zuerst 2+ « 
fiir z einsetzen, und darauf z=0. Wir wollen deshalb immer 
voraussetzen, dass der Wert, den wir einsetzen sollen, z= 0 ist. 

Auf diese Weise kénnen wir auf der linken Seite des 
Gleichheitszeichens eine Menge Summen von Funktionen der- 
jenigen Primzahlen erhalten, die kleiner sind als x. So erhalten 
wir in (29) fiir e=0O die Anzahl der unter x vorkommenden 
Primzahlen plus der halben Anzahl der Primzahlquadrate + u.s.w. 
Fir z=1 erhalten wir die Summe der reciproken Werte der 
Primzahlen + u.s. w. Differentiieren wir und setzen darauf 
z=0, so erhalten wir mit entgegengesetztem Vorzeichen die 


Summe der Logarithmen der Primzahlen, plus der halben Summe 
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der Logarithmen der Primzahlquadrate u. s. w.; mit anderen 
Worten, wir erhalten den Logarithmus eines Produktes, das 
aus allen Primzahlen kleiner als x gebildet ist, jedoch so, dass 
die Primzahlen kleiner als Vx jede zweimahl vorkommen, die 


Primzahlen kleiner als ) x jede dreimal u.s. w. Dieses Produkt 
ist eben das kleinste gemeinschaftliche Vielfache fiir alle Zahlen 
kleiner als x. 

Nun multiplicieren wir (29) oder eine daraus gebildete 
Gleichung mit 2*. Dabei behilt die Reihe ihre Form, aber 
wo wir friher n<« hatten, erhalten wir nun fiir » einen un- 
echten Bruch, wihrend die analogen Zahlen ftir den ganzen 
tibrigen Teil der Reihe echte Briiche werden. Um die Lésung 
der Aufgabe zu erhalten, mtissen wir dann den letzten Teil 
der Reihe fortwerfen und in dem zurtickbleibenden Teil z= 0 
setzen. Wir kénnen versuchen diese Operation an der Funk- 
tion auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens dadurch aus- 
zufiihren, dass wir sie nach Potenzen von « entwickeln; dies 
flirt zu verschiedenen interessanten Resultaten, die jedoch am 
nattirlichsten in der Zahlentheori behandelt werden; hier wollen 
wir nur direkt die Funktion ¢(z) benutzen, und wir wollen des- 
halb versuchen die oben beschriebene Operation auf solche 
Weise auszufiihren, dass sie sich auf eine Funktion anwenden 
lisst, ohne dass man n6tig hat diese in einer Reihe von ex- 
ponentiellen Gliedern zu entwickeln. Um das zu erreichen, 
wollen wir einen Hiilfssatz beweisen. 

14. Unter einer A-Funktion will ich eine ganze trans- 
cendente Funktion von z=~r (cos@+ isin) verslehen, die ftir 
alle Punkte auf der einen Seite einer gewissen Geraden und 
auf dieser Linie selbst endlich ist, oder derartig unendlich ftir 
unendliche +, dass ihr Modulus von niedrigerer Ordnung ist 
als 7”, wo p eine endliche positive Zabl bedeutet. 

Als Beispiele lassen sich anftithren: e**(£>0); diese Funk- 
tion ist endlich links von einer Geraden, die der Axe der 
imaginéren Zahlen in endlichem Abstande von dieser parallel 
ist, im tibrigen aber so weit nach rechts wie man will; ferner 
die Funktion ze**, die links von der genannten Geraden bis 
ins Unendliche wachst wie r. 
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Unter einer zur A-Funktion gehérenden B-Funktion ver- 
stehe ich eine eindeutige Funktion, die auf der anderen Seite 
der genannten Geraden endlich ist fiir 1 =o. 

Als Beispiele seien e—** und ee genannt. 

Die beiden Teile der Ebene, in der wir die beiden Funk- 
tionen betrachten, brauchen nicht notwendig so zu sein, wie 
wir sie hier genommen haben; das, worauf es ankommt, ist 
nur, dass sie zusammen die ganze Ebene erfiillen. 

Der Satz lautet dann folgendermassen: 

Liasst eine Funktion sich in eine A-Funktion und in eine 
dazu gehérige B-Funktion zerlegen, so kann die Zerleguing, ab- 
gesehen von einem konstanten Gliede, nur auf eine Weise geschehen. 

Wir wollen namlich annehmen, die zerlegte Funktion sei 
A+B, und sie liesse sich auch in A+ C und B— C zerlegen. 
Dann muss C sowohl eine A-Funktion wie eine 6-Funktion 
sein; sie ist also eine ganze transcendente Funktion, die in 
der ganzen Ebene ftir wachsende + von niedrigerer Ordnung 
ist als rv. C lasst sich dann in einer, in der ganzen Ebene 
geltenden Potenzreihe 2'a,z2% entwickeln, wo wir nach Cauchys 
Satz haben: 

Gana -\C2-2-1de= 5 \ Ce-20id0; 


Int e ZN! 


hier ist das Integral auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt in 
0 und dem Radius + zu nehmen. Da der zweite Faktor unter 
dem Integralzeichen den Modulus 1 hat, und |C! fiir 7 = 00 
von niedrigerer Ordnung ist als der p”, so erhalt man a,=0 
fir g>p. C muss also ein Polynomium sein, dessen Grad 
niedriger ist als p. Nun soll C indessen als B-Funktion fiir 
y= co auf der einen Seite der Grenzlinie endlich bleiben; das 
bringt mit sich, dass C eine Konstante sein muss. g. e.d. Kennen 
wir den Wert der A-Funktion ftir einen gewissen Wert von 2, 
sOutst aces 0, 

15. Wir sehen nun leicht, dass die Zerlegung, welche die 
erwihnten zahlentheoretischen Probleme verlangen, eben eine 
Zerlegung in eine d-Funktion und in eine B-Funktion ist. 
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Nach Multiplikation mit x hat der unendliche Teil der 
Reihe die Form, die wir in Beispiel 3 auf S. 141 betrachteten ; 
er ist deshalb endlich auf der rechten Seite einer gewissen 
Geraden, die der Axe der imaginiren Zahlen parallel lauft; 
nehmen wir die Grenzlinie etwas rechts von dieser, so wird 
die Funktion eine B-Funktion, die zu der A-Funktion gehdrt, 
welche vom ersten Teil der Reihe gebildet wird. Es ist klar, 
dass, wenn wir von der A-Funktion eine 4-Funktion mit der- 
selben Grenzlinie subtrahieren, eine A-Funktion mit derselben 
Grenzlinie zurtickbleibt. 

Wir kénnen nun den Zerlegungsprozess auf solche Weise 
ausdriicken, dass er unabhingig von der Form der Funktion 
ist, haben also die allgemeine Lésung der erwihnten zahlen- 
theoretischen Probleme auf folgende Form reduciert: 

Man soll die Funktion lO(z) oder eine der analogen, nach 
Multiplikation mit «7, in eine A-Funktion und eine B-Funktion 
teilen. Die Liésung des Problemes ist dann der Wert der A-Funk- 
tion fiir z=0. 

Die Funktion /¢(z) ist mehrdeutig, aber ihre Abgeleitete 
ist eindeutig. Wir operiren daher mit /¢(z) in der Weise, dass 
wir unsere Operation auf die Abgeleitete anwenden und nach- 
her durch Integration auf zweckmassigem Wege zu der ein- 
deutigen Bestimmung von /¢(z), die wir in (29) haben, 
tibergehen. 

Wenn x eine Primzahlpotenz ist, dann wird die Theilung 
unbestimmt;. wir haben daher vorausgesetzt, dass « keine 
ganze Zahl bedeutet. In diesem Falle wird die Theilung im 
Allgemeinen dadurch bestimmt, dass man den Wert der B-Funk- 
tion fiir z= + co kennt. 

Wir wollen nun unsere Operation auf einige Ausdrticke 
anwenden, die im Folgenden benutzt werden; die Grenzlinie ist 
immer die friiher erwahnte Gerade, die der Axe der imaginiren 
Zahlen parallel lauft. 

ax? ist eine A-Funktion, die a wird fiir z=0. Kin kon- 
stantes Glied bleibt also unverdndert bei der Operation; das- 
selbe gilt von einem konstanten Faktor. 

* ist eine A-Funktion, die verschwindet fiir z= 0. 


oP ar? 
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Ein Glied von der Form liefert 


Fiji) 


re v2%*—me had 


0 P=) B=) 


wodurch die Zerlegung ausgefiihrt ist. Das Resultat wird also 


(30) ieee 
a 
Ein Glied von der Form ase! , liefert 
(z—a) 
ee et — 4 — (e—a) ele : 
(g—a)*? (e—a)> eek 
daraus ergiebt sich 
(31) Ant: HAE 1) ; 


a 


Fir ein Glied von der Form ee 4 setzen wir 
da 


wo der imaginaire Teil bei der Integration konstant gehalten 
wird; dadureh wird der Logarithmus so bestimmt, dass er fur 
positive Zahlen reell ist. 

Zufolge der oben gemachten Bemerkung sollen wir die 
Operation unter dem Integralzeichen anwenden und erhalten 
dadurch das Resultat 


(32) 


Ist a positiv, so treffen wir auf dem Integrationswege den 
Pol 0 mit dem Residuum 1, und deshalb erhalten wir ein 
Glied +27, je nachdem wir um den Punkt nach der einer 
oder anderen Seite biegen. 
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Beisp. 1.. Wir wollen die Funktion — ¢’(z):¢(2) betrachten, 
die, wie wir gesehen haben, zur Bestimmung von /.W/, dient, 
wo M, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache ftir die Zahlen 
kleiner als x bedeutet. Nun haben wir nach (20) und (8) 

« 4 - - 1 Ld 2 we 2 
(33) (1—z)o(2) =f (0)e°Fn? 0 (1 cee )e Qn n(t — a} 
Qn 
wo » die Werte 1, 2,3... hat und @ einen von den unbe- 
kannten Nullpunkten bedeutet, die nach ihren Moduln geordnet 
sind. Hieraus folgt 


en ( 1 5 eee 1 
=) C(@z) oz iPale) 2+2n In Cat DS ae 


Hier liefert das erste Glied bei der Operation #«—1, wah- 
rend sich aus dem zweiten 


pe =a 


ergiebt. Das letzte Glied liefert 


1— x 
Pere 


wir haben aber 
oe =—1--iC—tla+ : 
ata AE OR! a? 


wo nach 12 die Grésse auf der linken Seite —/(2z) ist. 

Wir erhalten also, wenn wir im letzten Gliede die konju- 
gierten Nullpunkte vereinigen und mit Riemann a=4}+i6 
annehmen, 

35) 1M, = 2 —U(2n)—41(1—a—%) — at Y OSPF AP single 
+4 

Beisp. 2. Setzen wir +1 statt z, so erhalten wir durch 
unsere Operation die Funktion 


Ns =2Ip (2 a be. ate) 
Pp 12 P 
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bestimmt, wo die Nenner zw nicht tibersteigen diirfen; wir 


haben dann 


C@atye-1 ( 1 1 
ea ae é eel eer ke 
zZ > 2t+On+1° O@n+i ae 
1 
a lt OE 
ea z+1—a 


Das erste Glied liefert 7x, das zweite 


hiv Ser i a oe tea-01 1 
i} es) a 
ey ee she =i a i 


das letzte liefert ; 
eg > a1 
Hiedurch findet man, dass das konstante Glied 
ape | = _¢ 


C(2z+1) 


wird mithin 
— cos Bla + 28sin Ble v 


é +14 1 : = 
(36) lV: = la +41" Ey Hie rh eee 1 y- B? ee 
Beisp. 3. Setzen wir e+ 4 statt 2, so bestimmen wir die 
Funktion 


1 1 
OF =Sip(— + af Satie), 
Vp Vp Vp 
wo die Zahlen unter den Whurzelzeichen z nicht erreichen 


dtrfen. Wir finden hier 


Ve—1 er bape erels: (3) 2 ya, 


hen Olea 2 if Se = 
e/) ae a. Ver Vz Va §(3) 


wo die Konstante etwa — Q, 7 ist. 
Hier haben wir in der Restsumme das Glied isoliert er- 


halten, das bei allen diesen Aufgaben die Bestimmung dex 
Grenzen fiir das unstetige Glied schwierig macht; kénnte man 


nachweisen, dass es innerhalb endlicher Grenzen oscilliert, so 
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wiirde dadurch fiir alle Aufgaben die Ordnung des Fehlers be- 
stimmt sein, den man fiir bis ins Unendliche wachsende wx 
begeht, wenn man nur den stetigen Teil des Resultates benutzt. 
Wir kénnen indessen beweisen, dass dieser eine Art von 
Mittelwert darstellt, denn setzen wir e” statt w, so erhalten wir 
den Mittelwert der Restsumme, wenn y von a nach 6 geht, 


b 
1 yenee ey _. 1 Bessa EL, 


b—a B b—a B 


Hier ist der Modulus des Ziahlers héchstens 2, so dass 
der Modulus des gesuchten Mittelwertes héchstens 


2 : 
pete 


Die hieraus erhaltene Summe lisst sich jedoch leicht be- 
stimmen, wenn man (34) differentiiert und darauf z= 4 setzt; 
dadurch findet man fiir die Summe 0,023105..., so dass der 
gesuchte Mittelwert nahe bei Null liegt, wenn 6—a nicht zu 
klein ist. Da der kleinste Wert von B nach v. Mangoldt grésser 
als 12 ist?) (Gram hat den Wert 14,135... gefunden), so nimmt 
26-2" stark ab, wenn n wichst. 

Beisp. 4. Riemann hezeichnet mit f(x) die Anzahl von 
Primzahlen, plus halbe Anzahl der Primzahlquadrate, plus 
u. s. w., die sich unter den Zahlen kleiner als w finden. Die 
Funktion, mit der wir operieren miissen, um diese Anzahl zu 
bestimmen, ist /¢(z). Wenn wir (33) benutzen, so kénnen wir 
die exponentiellen Faktoren fortlassen, da diese Glieder von 
der Form /z liefern und solche Glieder bei unserer Operation 
fortfallen. Nach 11 erhalten wir ¢(0)=—4, 

Das wichtigste Glied wird —/(1—z), aus dem sich nach 
32) ergiebt 


ist. 


*) Der hier gefundene Wert liefert uns 28-2 <0,023105..., und da- 
durch §>9,8; wenn man 26—4 berechnet, bekomml man als untere 
Grenze 12,8. 
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Wir haben gesehen, dass unter diesen Gliedern, da a=1 
positiv ist, ein Glied /(—1) vorkommt; das wird indessen durch 
dass entsprechende Glied von log (— 4) aufgehoben; wir setzen 
deshalb das konstante Glied gleich —/2 und verstehen dann 
unter dem Integrallogarithmus 


lax: fee ay . 
Ala eg apne 


Li(e) = C+lla+ 


Aus einem Gliede i(1 +e] erhalten wir 
ere 
fis tia ae ; v 
y Y Y w Ax ee Ts. 
— In —In Yow Cx 


Hier ist kein imaginéres Glied hinzuzufiigen, da die Null- 
punkte negativ sind. Summieren wir fiir n=1,2,3..., so 


erhalten wir 
ak ee 
x? —1 ala’ 
@ 


x 


ein Glied, das sehr stark mit wachsendem « abnimmt, und das 
fiir «=2 etwa + betragt. Im ganzen kénnen wir uns merken, 
dass die Bedeutung eines Nullpunkts ausserordentlich stark ab- 
nimmt, je nachdem derselbe nach links riickt. Setzen wir 
beispielsweise z+ 12 statt 2, so wird die Funktion, die wir be- 
stimmen, die Summe der reciproken Werte der zwélften Po- 
tenzen der Primzahlen plus u.s. w. Hier rticken der Pol 1 
und alle Nullpunkte 12 nach links, und die reellen Punkte 
erhalten ftir grosse x eine ganz verschwindende Bedeutung. 
Das konstante Glied dagegen wird /[(12), und dies ist eben 
die gesuchte Summe ftir = oo. Da nun die Zahlen, die grésser 
sind als z, fiir grosse « verschwindend wenig zur Summe bei- 


(38) 
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tragen, so miissen auch die imaginiren Nullpunkte ohne er- 
kennbare Bedeutung sein. 
Wenn wir die gefundenen Resultate vereinigen, so er- 


halten wir 
ie) 


; a yeosplir-+Asin la : 
ah . ed es: 1/92 Dea rt 
f (x) = Li(x) + Sag Copy +2 =\ BP yt dy 


Vz 


wo das letzte Glied dadurch gebildet ist, dass wir y+ 67 flr y 
eingesetzt und die Glieder vereinigt haben, die zu konjugierten 
Nullpunkten gehédren. Auch hier verursacht nur das letzte 
Glied im Zébler des Bruches besondere Schwierigkeiten. So 
weit man die Primzahlen aufgezihlt hat (bis 1000 Millionen), 
stimmt die gesuchte Zahl tiberraschend gut mit Li(v) tiberein. 

Die Formel (88) ist dieselbe, die von Riemann gegeben ist, 
wenn ein Fehler in ihrem konstanten Glied verbessert wird?). 

16. Riemann hat die Formel (38) abgeleitet, indem er 
zuerst f(x) durch ein bestimmtes Integral ausgedrtickt hat; 
hierzu kann man auf folgende (von der iemannschen ver- 
schiedene) Weise gelangen. 

Man braucht nur zu zeigen, dass (@ positiv genommen) 


eatin 
1 ere me SS 
(39) , je nachdem x—1; 
Ini 2 wife PA 
Ca-—in 6) 


dadurch erhalt man namlich 


We ted, welt (ede 
(40) f(2) = 9-5 “ ’ 


denn bei der Integration fallen alle Glieder, die zu unserer B- 


‘) Hadamard (CR. 1896 Pg. 1470 und Bull. de la société mat. de France 
T. 24.1896) und de la Vallée-Poussin (Annales de la sociéte scient. 
de Bruxelles T. XX 2 partie 1896) haben unabhangig von einander 
bewiesen dass ¢ (2) keinen Nullpnnkt von der Form L+8i haben 
kann. Sich auf diesen Satz sttitzend hat ». Mangoldt (Journal fiir 
reine und angewandte Math. Bd. 119 Pg. 65) bewiesen, dass das Rest- 
integral in (38), mit # dividiert, nach Null zu konvergiert. 
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Funktion gehéren, fort, wahrend die tibrigen dasselbe geben, 
was wir erhalten, wenn wir in der 4-Funktion ¢=O setzen. 

Um die Formel (89) zu beweisen, integrieren wir lings 
den Seiten eines Rechtecks mit den Eckpunkten «@— ico, a + ico 
—b+ico, —b—-ico, wo 6 positiv ist. 

Im Rechteck finden sich keine anderen Pole als 0; dieser 
hat das Residuum 1, und das Integral mit dem vorangehenden 
Faktor hat deshalb den Wert 1. Wir kénnen 4 bis ins Un- 
endliche wachsen lassen, da wir dadurch keinen Pol in das 
Rechteck aufnehmen. Nun ist die Funktion jedoch fiir 7>1 
Null auf den drei unendlich fernen Seiten, und der Wert des 
Integrals rtihrt deshalb nur von der Seite rechts her. Ist da- 
gegen r<1, so bestimmt die Seite links den Wert des Inte- 
erals, wahrend es, auf der Seite rechts genommen, Null ist. 
Man sieht leicht, dass ftir «=1 der Wert $} wird, wenn man 
voraussetzt, dass man dasselbe co in beiden Grenzen hat. 

Wir haben unsere neue Entwickelung der Riemannschen 
Formel fir f(7) gegeben, weil es uns von Interesse scheint, die 
schwierige Aufgabe von mehreren Seiten zu betrachten. Durch 
unsere Betrachtungen werden verschiedene Punkte klarer, wah- 
rend an anderen dieselben Mangel wie bei Riemann vorliegen. 
So ist es nicht bewiesen, dass wir unsere Operation auf eine 
unendliche Reihe Glied ftir Glied anwenden diirfen. Man musste 
z. B. beweisen, dass (Beisp. 1) 

Ge 


fp AO 


fir z2= + oo Null ist, wenn «x keine Primzahlpotenz ist. 


KAPITEL II. 
DOPPELPERIODISCHE EINDEUTIGE FUNKTIONEN. 


NULLPUNKTE UND POLE. 


17. Wir sind bei friiheren Untersuchungen auf eindeutige, 
doppelperiodische Funktionen gestossen; nunmehr wollen wir 
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untersuchen, welche Eigenschaften eine Funktion haben muss, 
wenn nur von ihr gegeben ist, dass sie eindeutig, doppel- 
periodisch und in der ganzen Ebene ohne wesentlich singu- 
lare Punkte ist. 

Die Periodicitat bestimmt eine Einteilung der ganzen Ebene 
in ein zusammenhangendes Netz von kongruenten Paralle- 
logrammen, und in den homologen Punkten von diesen nimmt 
die Funktion dieselben Werte an. Hieraus folgt nun sofort, 
dass die Funktion in jedem Parallelogramme einen oder mehrere 
Pole haben muss, denn im entgegesetzten Fall ware sie ganz 
transcendent und kénnte auf der ganzen Kugel nicht unendlich 
werden; das wiirde aber mit sich bringen, dass sie konstant ware. 

Wenn 2 den Umfang eines Periodenparallelogrammes durch- 
lauft, so durchliuft die doppelperiodische Funktion auf den 
gegentiberliegenden Seiten dieselben Werte, nur in entgegen- 
gesetzter Reihenfolge. Hieraus folgt, dass das Integral einer 
solehen Funktion, lings dem Umfange genommen Null sein 
muss; darauss geht hervor, dass die Summe der Residuen in 
einem Periodenparallelogramm Null ist. Die kleinste mégliche 
Anzahl von Polen in einem solchen Parallelogramm betragt 
also zwei; diese kénnen jedoch zusammenfallen. Ist die Anzahl 
der Pole n (wobei einer von der Ordnung & als & zahlt), und 
lassen sich keine Periodenparallelogramme von kleinerer Flache 
bildert als die gegebenen, so sagt man von der Funktion, sie 
sei von der Ordnung n. Es ewistiert also keine doppelperio- 
dische Funktion erster Ordnung. 

18. Ist g(z) doppelperiodisch, so gilt dasselbe von 
y'(z):p(z); benutzen wir diese Funktion bei der Integration, 
so wird das Integral also auch Null. Dieses Integral bestimmt 
indessen die Zahl, die wir $.173 mit  bezeichneten. Hieraus 
folgt also, dass eine doppelperiodische Funktion in einem Perioden- 
parallelogramm gleich oft 0 und co wird. Da g(z)—a auch 
doppelperiodisch ist und unendlich wird wie g(z), so kénnen 
wir auch sagen, dass die Funktion im Parallelogramm jeden 
Wert gleich oft annimmt. 

Die Funktion zg'(z):p(z) nimmt in den entsprechenden 
Punkten von zwei gegentiberliegenden Seiten nicht dieselben 
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Werte an, da der Faktor z Werte erhalt, deren Unterschied 
eine Periode a ist. Benutzen wir die Funktion bei der Inte- 
gration, so kénnen wir also, statt lings den beiden gegentiber- 
liegenden Seiten zu integrieren, langs der einen von den Seiten 
ag’ (z):p(z) integrieren; das unbestimmte Integral wird dadurch 
alg(z), und da o(z) denselben Wert in den beiden Endpunkten 
der Seite hat, so wird der Wert des Integrals, dividiert durch 227, 
gleich dem Produkt aus @ und einer ganzen Zahl; da dieselbe 
Betrachtung ftir das andere Seitenpaar gilt, so erhalten wir 


(1) : Pe az =Summe von Perioden. 

Die Bedeutung dieses Integrals erkennt man leicht; es be- 
stimmt wie bekannt die Summe der Residuen fiir die Funktion 
under dem Integralzeichen; wird der Faktor z aus dem Zihler 
fortgenommen, so ist das Residuum + 1 ftir jeden Nullpunkt 
und — 1 fiir jeden Pol; kommt der Faktor 2 hinzu, so erhalten 
wir Glieder von der Form 


eee), 


nee, 


da nun, wie oben gezeigt > +1=0, so haben wir den Satz: 

In jedem Periodenparallelograimm ist, abgesehen von Pe- 
rioden die Summe der Nullpunkte gleich der Summe der Pole. 

Dieser Satz rtihrt von Liouville her, der ihn jedoch auf 
eine andere Art bewiesen hat. 

Da 9(z)—a@, wo a@ eine willktrliche Konstante bedeutet, 
doppelperiodisch ist mit denselben Polen wie (2), und Null 
wird, wenn ¢(z)=<a, so lasst der Satz sich-zu dem folgenden 
erweitern: Die Summe aller derjenigen Punkte, in denen die 
Funktion den Wert a annimmt, ist dieselbe fiir alle Werte von a, 
abgesehen von ganzen Perioden. 

19. Haben zwei doppelperiodische Funktionen dieselben 
Nullpunkte und Pole, so kénnen sie nur durch einen konstanten 
Faktor verschieden sein, denn ihr Verhaltnis ist endlich auf der 
ganzen Kugel, also eine Konstante; wir wollen hiervon Ge- 
brauch machen, um einen wichtigen Satz zu beweisen. 

17 


bo 
or 
(%) 
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Es sei w= @(z) eine doppelperiodische Funktion zweiter 
Ordnung, und @ und 6 seien ihre Pole; »'(z) wird dann zwei- 
mal unendlich in jedem dieser Punkte und nicht in anderen 
Punkten; diese Funktion, die doppelperiodisch ist und das- 
selbe Periodenparallelogramm hat wie w, wird also viermal 
unendlich und hat deshalb 4 Nullpunkte; diese seien «, 8, y und 6. 
Nun betrachten wir die doppelperiodische Funktion mit dem- 
selben Periodenparallelogramm 


w = (9 (2) — ¥ (a) (9 (2) — 9 (8) (4 2) — 4 (7) (Y() — F (9). 


Diese wird zweimal Null in jedem der vier Punkte, denn 
fiir jeden von diesen ist nicht nur w=0, sondern auch w’ = 0. 
Sie hat also ihre Nullpunkte gemeinsam mit (p'(z))?. w wird 
ferner unendlich, wenn g(z) es wird, also viermal unendlich 
in jedem der Punkte a und 4 Nun ist ’(z) zweimal unend- 
lich, wo g(z) es einmal ist. w und (@’(z))’ haben also auch 
ihre Pole gemeinsam. Man erhalt deshalb, wenn die Multipli- 
kation in dem Ausdruck fiir w ausgeftihrt wird, eine Gleichung 
von der Form i 


du : 
(2) ee = Au‘ + Bu? + Cw’+ Dut #z, 
aus der hervorgeht, dass eine doppelperiodische Funktion zweiter 
Ordnung eine elliptische Funktion ist. Fallen die Punkte a und 
4 zusammen, so kénnen wir eine ahnliche Betrachtung an- 
wenden, aber wir erhalten dann fiir w’’? ein Polynomium drit- 
ten Grades. 

20. Da die Funktion g(z) einen Pol in @ hat, so kann 
sie von diesem Punkte aus in einer Reihe entwickelt werden, 
die das eine gebrochene Glied ——— hat, wo k eine Konstante 


bedeutet; vertauschen wir z mit a+6—z, erhalten wir das 


gebrochene Glied ; aber da die Residuensumme Null ist, 


c 
z—hb 
so erhalt die Funktion g(z), wenn man sie von 6 aus ent- 
wickelt, eben dasselbe gebrochene Glied. Da sich also gy (2) 
und g(a@+4—2) in ibren Polen gleich verhalten, so kann ihre 
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Differenz nicht unendlich werden, muss also eine Konstante 
sein; setzt man 2z2=a+6, so sieht man, dass diese Konstante 
Null ist; man hat also identisch 


(3) g(a +b—z)=Q(2), 
woraus wiederum 
g' (a+ 6—2)=—g'(z). 


Dies wollen wir benutzen, um den folgenden Satz von 
Liouville 2a beweisen: 

Ist F(z) eine doppelperiodische Funktion, die dasselbe Pe- 
riodenparallelogramm hat wie p(2), so lasst F(z) sich rational 
durch (2) und '(z) ausdriicken. 

Um das zu beweisen, betrachten wir die beiden Funktionen 
w(z)= F(z) + F(at+ b—2) und y (2) = Ht) ae eae : crib 
beide bleiben unverdindert, wenn ¢ mit a+46—z vertauscht 
wird. Ihre Nullpunkte und Pole mtissen also paarweise die 
Summe u-+ 6 haben; ist /(z) von der Ordnung » mit den Polen 

1) Oy +++ yy, SO erhalt w(z) dieselben Pole und ausserdem die 
Pole a+6—a,, a+6—a,..., so dass w von der Ordnung 2n 
ist. Ferner mége w(z) die Nullpunkte £,, 6,,... 8, haben, die 
so zwischen den 2n Nullpunkten gewahlt sind, dass nicht zwei 
von ihnen die Summe a+ haben. w(z) hat dann auch die 
Nullpunkte a+6—p,, a+6—f6,... Hieraus schliessen wir, 
dass man haben muss 


a 


aS? (G(2) —4 8) G@—FGB)) --- (V@Q—FE,)) 
~~" (p(2) — 9 (4,)) (9 (2) —H(@,)) --- (P(Z)—9(An))’ 


wo k eine Konstante bedeutet; man sieht namlich leicht, dass 
w(z) und der Bruch dieselben Nullpunkte und Pole haben. 
w(z) ist also eine rationale Funktion von g (2). 

w,(z) bleibt auch unverandert bei der Vertauschung von 
z mit a+b—z, und lasst sich deshalb ebenso wie w(z) schrei- 
ben; dabei bleibt der Nenner derselbe, denn w,(z) hat dieselben 
Pole wie w(z); wir kénnen namlich zeigen, dass die Nullpunkte 
von g’(z) auch Nullpunkte fiir den Zahler sind. Diese Null- 
punkte findet man mit Hiilfe der Gleichung g’ (a+4—z2) = —q'(2), 

17* 
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aus der hervorgeht, dass }(@+4) ein Nullpunkt oder ein Pol 
sein muss; das letzte ist jedoch unméglich, da es keine anderen 
Pole giebt als a und 4. Auf dieselbe Weise sehen wir, dass 
wir auch Nullpunkte erhalten, wenn wir zu 1(a+) die Hilfte 
einer Periode oder die Halfte der Summe der Perioden addieren ; 
wir haben also die vier Nullpunkte des Nenners bestimmt und 
sehen sofort, dass diese auch Nullpunkte des Zahlers sind. 

Wir erhalten also, wenn A, Bund C Polynome nten Grades 
in g(z) bedeuten, 


pe oh : Ba' (2 
Fe) + Fa+b—2)= Gi F(z)— F(a + b—z2) =- pus) 


G ’ 
und daraus 


(5) F() = 


PRIMARE FAKTOREN, 


21. Da die doppelperiodischen Funktionen nach unserer 
Voraussetzung in der ganzen Ebene keine anderen singuléren 
Punkte als Pole haben, so lassen sie sich unter der Form (7) 
in 98 (S. 198) darstellen. Wir wollen versuchen die Grade der 
Polynome g und k zu bestimmen; ist @ einer von den Null- 
punkten, so wollen wir also untersuchen, welchen Wert wir «@ 
geben miissen, damit »|a —% konvergent wird. 

In jedem Punkte z der Ebene errichten wir eine Senk- 
rechte, deren Lange z—® ist; dadurch erhalten wir eine Um- 
drehungsflache, die sich im Unendlichen der Ebene ndahert. 
Wenn wir mit @ einen der Nullpunkte in einem Periodenparallelo- 
gramm und die analogen bezeichnen und den Inhalt des Paral- 
lelogramms zu 1 annehmen, so stellt |@|-¢ das Volumen eines 
Prismas dar mit dieser Grésse als HOhe und dem Parallelogramm 
als Grundflache; lassen wir das Prisma oben von der Umdrehungs- 
flache begrenzt werden, so erhalten wir ein anderes Volumen, 
dessen Verhaltnis zum ersten Prisma sich ftir ferne Parallelo- 
gramme der 1 nahert. Die gesuchte Summe ist also endlich 
oder unendlich gleichzeitig mit dem von der Ebene und der Um- 
drehungsflache begrenzten Volumen. Nun ist dieses Volumen 
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Qn\ri-“dr, 


a 


ein Ausdruck, der ftir unendlich grosse r endlich bleibt fiir ¢> 2. 
Wir miissen deshalb, um eine konvergente Modulusreihe zu er- 
halten, 2=8 setzen. Wir haben nur einen einzigen Nullpunkt 
in jedem Parallelogramm betrachtet, aber da in einem solchen 
nur eine endliche Anzahl von ihnen vorkommt, so wird das 
Resultat dadurch nicht verandert. Dieselbe Betrachtung lasst 
sich auf die Pole anwenden. 

Hieraus folgt, dass wir ftir das a entsprechende Glied in 
der logarithmisch Abgeleiteten der Funktion 


1 1 2 
6) ar 
nehmen missen (97), so dass die Polynome g und & vom 
zweiten Grade sind; dadurch sind die primiéren Faktoren des 
Zahlers und Nenners bestimmt. Es ist noch tibrig, die ganze 
transcendente Funktion (oder das Polynom) G’ zu bestimmen, 
die méglicherweise zu der Reihe der Glieder (6) hinzuzuftigen ist. 
Ist die Funktion doppelperiodisch, so muss dasselbe von 
ihrer logarithmisch Abgeleiteten und auch von deren Abgelei- 
teten gelten; diese besteht, abgeschen von G@”’, aus Gliedern 
von der Form 


(7) st [pos oa) 


wo das obere Vorzeichen fiir die Pole, das untere ftir die Null- 
punkte gilt; diese Glieder bilden eine in der ganzen Ebene un- 
bedingt konvergente Reihe, und man sieht leicht, das deren 
Summe nicht verandert wird, wenn z eine Zunahme von einer 
Periode erfahrt. Die Summe der Reihe ist also eine doppel- 
periodische Funktion mit den Perioden der gegebenen Funktion. 
Daraus folgt, dass die unbekannte Funktion G"’, die méglicher- 
weise hinzuzufiigen ist, nur eine Konstante sein kann, denn 
eine in der ganzen Ebene holomorphe Funktion, die nicht kon- 
stant ist, kann nicht doppelperiodisch sein. G kann also 
héchstens vom zweiten Grade sein, und wir haben dadurch 
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gezeigt, dass eine doppelperiodische Funktion dargestellt werden 
kann als das Verhiiltnis zwischen zwei ganzen transcendenten 
Funktionen vom Genre 2. 


UBER PERIODENPAARE. 


22. Ist ein Parallelogramm aus mehreren Periodenparalle- 
logrammen zusammengesetzt, so ist es selbst ein Periodenparal- 
lelogramm; umgekehrt lisst ein Periodenparallelogramm sich 
zuweilen in mehrere teilen; wir wollen annehmen, dass uns 
ein solches, zu einer gegebenen Funktion gehoriges, Paralle- 
logramm, gegeben sei, und dass sich ftir diese Funktion keine 
Periodenparallelogramme von kleinerer Flache bilden lassen. 
Die dadurch bestimmten Perioden, die wir mit , und , be- 
zeichnen wollen, heissen ein primitives Periodenpaar; wir wollen 
zeigen, dass jede andere Periode sich als mo, + na, schreiben 
liisst, wo m und n ganze Zahlen bedeuten. 

Sind die Perioden a, +8,i und a,+-8,/, so wird wie be- 
kannt der Inhalt des dadurch bestimmten Parallelogramms, 
ohne Rticksicht auf das Vorzeichen, gleich der Determinante 
(a,, 6,); wenden wir nun auf die beiden Perioden eine lineare 
Transformation an, indem wir 


) ie ee y 0 ees j 
(8) oO, =M,0,+2,%,; 0, = m,0, + 1, &, 


selzen, so wird nach einem bekannten Satze die zu (o’,, 0’,) 
gehdrende Determinante gleich dem Produkte aus der urspriing- 
lichen und der Substitutionsdeterminante (m,, 7,); das lisst 
sich folgendermassen ausdrticken: 

Wendet man eine lineare Transformation auf ein Paral- 
lelogramm an, so wird dessen Inhalt mit der Substitutionsdeter- 
minante multipliciert. 

Hieraus folgt nun, dass alle Periodenpaare sich aus einem 
primitiven Paare durch lineare Transformationen mit ganzen 
Koefficienten bilden lassen; wenn wir niimlich in (8) ein Perioden- 
paar haben, bei dem m,, n,, m, und n, nicht ganze Zahlen 
sind, so kénnen wir durch Benutzung von , und o, leicht ein 
neues Periodenpaar bilden, dessen Koefficienten echte Brtiche 
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sind mit einer Determinante kleiner als 1. Das ist indessen 
unméglich, da es unserer Definition eines primitiven Perioden- 
paares widerstreitet. 

Zugleich ersehen wir hieraus, dass zwei primitive Perioden- 
paare aus einander gebildet werden durch eine Transformation 
mit der Determinante + 1. Von solchen Transformationen sind 
die einfachsten 


(a wo, = —o, und o, =0,; o, =+o, +a,; 


sie haben die Determinante +1. Durch die erste bilden wir 
aus einem Parallelogramm ein damit kongruentes Nachbar- 
parallelogramm; durch die tibrigen bilden wir ein neues Paral- 
lelogramm mit unverdnderter Grundlinie und Hohe. 

23. Da ein gegebenes Periodenparallelogramm nur das 
entsprechende Periodenpaar, abgesehen vom Vorzeichen, be- 
stimmt, so wollen wir hier eine nahere Bestimmung. treffen, 
indem wir zwischen erster und zweiter Periode unterscheiden 
und diesen beziehungsweise den Index 1 und 2 erteilen. Diese 
Perioden sollen dann so bestimmt werden, dass der Winkel 
von der ersten nach der zweiten positiv ist und kleiner als a. 
Dass bringt mit sich, dass der Koefficient von i im Perioden- 
verhiltnis o,:, positiv ist, und dass der Inhalt des Perioden- 
parallelogramms, gemessen durch o,8,— ,¢,, positiv ist. Um 
an dieser Regel bei der Bildung von neuen Periodenparalle- 
logrammen festhalten zu kénnen, miissen wir also das Uberein- 
kommen treffen, nur lineare Transformationen mit positiver 
Determinante zu benutzen. Diese Regel bringt es mit sich, 
dass wir die beiden Perioden vertauschen kénnen, wenn wir 
nur gleichzeitig die eine das Vorzeichen wechseln lassen. Ein 
gegebenes Parallelogramm bestimmt also, abgesehen von Trans- 
formationen, bei denen beide Perioden ihr Vorzeichen wech- 
seln, nur zwel Periodenpaare, und diese lassen sich aus einander 
durch die erste Transformation (9) ableiten. 

Statt ein Periodenpaar zu betrachten, kénnen wir, wenn 
wir nur auf die Form des Parallelogramms sehen, das Peri- 
odenverhiltnis betrachten, bei dem wir die zweite Periode zum 
Zaihler nehmen; wir bezeichnen dieses durch denselben Buch- 
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staben wie die Perioden, aber ohne Index; die allgemeine lineare 
Transformation, die von einem primiliven Periodenverhaltnis. 
zu einem beliebigen fihrt, ist dann 

(10) of = OTE, 
wo a, 6, c und d ganze Zahlen sind, und die Determinante 
ad —be positiv ist; ist der Wert dieser gleich 1, so gehért das 
neue Verhaltnis zu einem primitiven Periodenpaar. Wenden 
wir zwei solche Transformationen nach einander an, so kann 
dies Verfahren durch Anwendung einer einzigen Transformation 
derselben Art ersetzt werden, mithin: 

Alle linearen Transformationen, die primitive Periodenverhalt- 
nisse in einander iiberfiihren, bilden eine Gruppe von Trans- 
formationen mit der Determinante 1. 

94, Alle zu dieser Gruppe gehdrenden Transformationen 
lassen sich bilden durch successive Anwendung der drei, die sich 
aus (9) ableiten lassen: 


(11) o’ = — 1:0 und wo’ =o + 1. 


Wir kénnen namlich in (10), wenn @ numerisch grésser 
ist als ec, eine solche ganze, positive oder negative Zahl addie- 
ren, dass wir fiir @ eine Zahl erhalten, die numerisch kleiner 
ist als ec. Dadurch haben wir die zweite Transformation in (11) 
eine gewisse Anzahl Male angewandt. Nun wenden wir die 
erste in (11) an, und erhalten dadurch einen Ausdruck von 
der Form (10) mit einem a, das numerisch grésser ist als c. 
Fahren wir auf diese Weise fort, so fiihren wir dieselben Rech- 
nungen aus, wie wenn wir den gréssten gemeinschaftlichen 
Faktor fiir die relativen Primzahlen @ und e¢ suchen, und wir 
miussen deshalb zuletzt zu einem Bruche von der Form 

o+a¢a 


B 


gelangen; da wir nur lineare Transformationen mit der Deter- 
minante | angewandt haben, so mtissen wir dieselbe Determi- 
nante haben, also f= 1. 
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Da die erste der Transformationen in (9) ein Perioden- 
parallelogramm nicht veraéndert, wahrend die beiden letzten 
einen Teil von diesem abschneiden, aber einen damit kongruenten 
Teil hinzuftigen, der aus dem ersten durch Verschiebung um 
den Betrag einer Periode gebildet ist, so muss die Funktion 
in zwei primitiven Parallelogrammen dieselben Werte gleich 
viele Male annehmen. 

Wir zeigten hier, dass die Transformationen (9) jedes primi- 
tive Periodenparallelogramm in jedes andere tiberfiihren kénnen; 
derselbe Beweis zeigt, dass wir durch dieselben Transforma- 
tionen ein beliebiges Periodenparallelogramm in ein anderes von 
demselben Inhalt tiberftihren k6nnen. Hieraus folgt, dass, wenn 
der Inhalt eines Parallelogramms nmal grésser ist als der In- 
halt eines anderen, die Funktion in dem ersten jeden ihrer 
Werte in mmal so vielen Punkten annehmen muss wie in dem 
zweiten; man sieht namlich sofort, dass der Satz richtig ist, 
wenn das eine Parallelogramm (@,,,) ist, das andere (no,, ,), 
und dann muss der Satz allgemein gelten. 

Mit Htilfe des hier Entwickelten kénnen wir nun einige 
der frtiher bewiesenen Satze erweitern. 

25. Haben zwei doppelperiodische Funktionen ein gemein- 
sames Periodenparallelogramm, so sind sie algebraische Funk- 
tionen von eimander. 

Es seien w=/f(z) und v= F(z), beziehungsweise von der 
Ordnung m und n, die beiden Funktionen, und das gemein- 
same Periodenparallelogramm mége die primitiven Parallelo- 
eramme beziehungsweise p- und gmal enthalten. Kinem ge- 
gebenen Werte von w entsprechen also in dem gemeinsamen 
Parallelogramm mp Werte von zg, und deshalb mp Werte von 
v; wu entsprechen zugleich die den mp Punkten des Parallelo- 
gramms homologen Punkte der analogen Parallelogramme, aber 
zwei homologe Punkte geben denselben Wert von v. Wir sehen 
also, das jedem Werte von u mp Werte von v entsprechen, 
und auf dieselbe Weise, das jedem Werte von v ng Werte von 
wu entsprechen. Das ftihrt mit sich, dass zwischen w und » 
eine algebraische Gleichung existieren muss, die in v vom Grade 
mp, in wu vom Grade nq ist, jedoch nur, wenn wir beweisen 
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kénnen, dass v als Funktion von w keine anderen singularen 
Punkte haben kann, als Pole und algebraische Verzweigungs- 
punkte. 

2, mége nun w und v die Werte uw, und 2, erteilen. Ist 
2, eine einfache Wurzel der Gleichung f(2)=,, so hat man 
in der Umgegend von w, 


2—z2,=(u—u,) 9(u), 


wo ¢(v) holomorph und nicht Null in w, ist. Ferner haben 
wir, wenn ¢, kein Pol ftir v ist, 


wo g,(z) endlich ist. Hieraus folgt 
y—v, = (u—u,) A, 


wo A endlich ist. w, ist also kein singulaérer Punkt ftir », wenn 
v als Funktion von w betrachtet wird. 


Ist 2, dagegen ein Pol mter Ordnung ftir v, so hat man 


v= (z—2,)-" 9, (2), 


und durch Einsetzen des Ausdrucks fiir 2 ergiebt sich, dass v 
einen Pol mter Ordnung in w, erhilt. 

Ist 2, eine pfache Wurzel, so kénnen wir dennoch die- 
selben Betrachtungen anwenden, wenn wir eine neue Variable 
einfiihren, indem wir namlich w—w, durch (u—y,)” ersetzen; 
wir erhalten dann in den Gleichungen oben « — 4, statt wv — uw, 
oder, wenn wir wieder w einfiihren, 


1 
v—v, = (u—u,)? A, 


woraus hervorgeht, dass uw, ein Verzweigungspunkt ist, in dem 
p Werte zusammenfallen. Wenn wir endlich fir w=oo auf 
gewOhnliche Weise den reciproken Wert einftihren, so gelangen 
wir zu dem Resultat, dass v als Funktion von w keine anderen 
singuliren Punkte haben kann als Pole und algebraische Ver- 
zweigungspunkte; der aufgestellte Satz ist also bewiesen. 

26. Der Grad der algebraischen Gleichung kann in beson- 
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deren Fallen niedriger werden; es lasst sich namlich folgender 
Satz beweisen: 

Wenn die Funktionen u und v beide unverdndert bleiben 
durch dieselbe Gruppe von linearen Transformationen von z 
(z. B. wenn sie beide gerade Funktionen von z sind), so wird 
der Grad sowohl in u wie in v durch diejenige Zahl dividiert, 
welche die Anzahl von Transformationen der Gruppe angiebt. 

Es mége namlich ein beliebiger Punkt 2 durch die Trans- 
formationen der Gruppe tibergehen in z,, 2,...2,+); in diesen 
k Punkten erhalt w denselben Wert u,; wenn wu, mehrere 
Punkte 2 entsprechen, so mitissen diese sich auch in Gruppen 
von je & Punkten teilen; jeder Gruppe von Punkten entspricht 
indessen nur ein Wert von v, so dass die ganze Wertanzahl 
fir » durch & zu dividieren ist. Dieselbe Betrachtung gilt fiir w. 

27. Hine doppelperiodische Funktion und ihre Abgeleitete 
sind durch eine algebraische Gleichung verbunden. 

Das folgt aus 25, da die beiden Funktionen dasselbe pri- 
mitive Periodenparallelogramm haben. Ist w von der Ordnung 
n, so wird w’ von der Ordnung 2”, wenn alle Pole getrennt 
sind, von der Ordnung 7-+1, wenn sie alle zusammenfallen. 
In anderen Fallen liegt die Ordnung zwischen diesen beiden 
Zahlen. Dadurch werden die Grade der Gleichung in w und w’ 
bestimmt. Die Grade kénnen hier nicht niedriger werden, denn 
in den » Punkten, in denen w denselben Wert hat, muss w’ 
verschiedene Werte haben; man hat namlich 


4 


woraus hervorgeht, dass der Unterschied zwischen den z die 
denselben uw und wu’ entsprechen, eine Anzahl von den Perioden 
ist, die zu der umgekehrten Funktion w des Integrals gehoren, 


1) Wenn einige von diesen Punkten ausserhalb des Parallelogramms 
fallen, so werden sie durch die ihnen homologen Punkte im Parallelo- 
gramm ersetzt. 
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und zwei verschiedene = mit einem solchen Unterschied kénnen 
nicht in demselben Periodenparallelogramm liegen. 

Da w’ fiir endliche wu nicht unendlich werden kann, so muss 
in der Gleichung, nachdem sie nach w’ geordnet und auf ganze 
Form gebracht ist, der erste Koefficient konstant sein. Da ferner 
die Summe der x Werte von zg, die einem gegebenen w ent- 
sprechen, konstant ist, so muss die Summe der entsprechenden 
reciproken Werte von w’ Null sein, so dass das nachstletzte 
Glied auf der linken Seite der Gleichung fortfallen muss. Setzt 
man 


so erhilt man wieder eine Gleichung zwischen einer doppel- 
periodischen Funktion und ihrer Abgeleiteten, und diese muss 
aus demselben Grunde wie die vorige, nachdem sie auf ganze 
Form gebracht worden ist, ihren ersten Koefficienten konstant 
haben; ist nun das allgemeinen Glied in der ursprtinglichen 
Gleichung 

Ce aes 


so wird es in der transformierten (abgesehen vom Vorzeichen) 


V, yp ye? , 
wo V dasjenige bedeutet, was durch die Transformation aus 
lV’ entstanden ist. Ist U, nun vom Grade « in w, so wird der 
transformierte Koefficient vom Grade 2) —a in v; da diese Zahl 
nicht negativ werden darf, so sehen wir, das U, héchstens 
vom Grade 2p sein Kann. 

28. kine doppelperiodische Funktion v lisst sich rational 
durch eine andere u und deren Abgeleitete ausdriicken, wenn 
die beiden Funktionen dasselbe Periodenparallelogramm haben 
und dieses primitiv ftir w ist. 

Da in dem primitiven Periodenparallelogramm zu den ver- 
schiedenen z, die demselben Werte von w entsprechen, ver- 
schiedene Werte von w’ gehéren, so bestimmt ein gegebenes 
Wertepaar (wv, wu’) im Parallelogramm nur einen Punkt z, also 
auch nur einen Wert von v; das gilt, selbst wenn das Paral- 
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lelogramm nicht primitiv ftir » ist. Nun mége w einen belie- 
bigen Wert haben, und die entsprechenden Werte von z im 
Parallelogramm mégen v die Werte v,, v,...v, erteilen, wah- 
rend die entsprechenden Werte von w’ durch uj, uj... wu’ dar- 
gestellt werden. LErstreckt sich die Summation auf die  Punkte, 
so erhalt man dann, dass die Summen 

De LOU LOU ele 


auf der ganzen u-Kugel eindeutige Funktionen von w ohne 
wesentlich singulare Punkte sind. Diese Summen sind also 
alle rationale Funktionen von wv. Wir bezeichnen sie beziehungs- 
WEISe Mbt nO sel, 5. 
Nun sei f(w’,w)=0 die algebraische Gleichung zwischen 
u und w’; setzen wir 
if 
wu 
(12) wee = yr ae NT a Ayu’ a3 4. yt . a =0, 
Beda 
so wird dieser Gleichung, deren Koefficienten ganze Funktionen 


von u; sind, gentigt werden durch u;, uj... u’ 


hn 
Wir multiplicieren nun die » Gleichungen 


Ue CU ae an ee OU a ay 5 


beziehungsweise mit A,1, A,-9...A,, 1 und addieren. Da- 
bei fallen auf Grund der in (12) einbegriffenen Gleichungen alle 
Glieder auf der linken Seite fort mit Ausnahme derjenigen, die 
u; enthalten. Dadurch erhalten wir 


0, (An +AnoU; + oe. + 4,74) 
(13) SA Ue age UE On, 


und hierdurch wird v, rational durch uw und v{ ausgedriickt. 
Wir k6énnen hier indessen den Index fortlassen, da er einem 
beliebigen von den Punkten entspricht, haben also v rational 
durch wv und w’ ausgedrtickt. 

29. Habenv und u ein gemeinsames Periodenparallelogramm 
(2,, 2,), welches das zu u gehorende primitive Parallelogramm 
m-mal enthdlt, so wird v bestimmt durch eine Gleichung vom 
Grade m mit Koefficienten, die rationale Funktionen von u 
und wu’ sind. 
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Jedem Wertepaare (u, wv’) entspricht namlich in (@,, ,) 
ein Wert von v, also in (8, &,) m Werte von v. Symme- 
trische Funktionen von diesen m Werten werden doppel- 
periodische Funktionen mit den Perioden , und ,. Sie lassen 
sich deshalb nach 28 rational durch uw und wv’ ausdrticken, und 
aus ihnen werden die Koefficienten zu der gesuchten Gleichung 
vom Grade m rational bestimmt. 

Die meisten der hier bewiesenen Satze verdanken wir briot 
und Bouquet (Théorie des fonctions elliptiques, Paris 1875). 


KAPITEL III. 


JACOBIS 0-FUNKTIONEN. 


DIE PERIODICITAT. 


30. Die Ebene mége in Parallelogramme eingeteilt sein 
und der Punkt O in der einen Ecke eines solchen liegen, so 
dass die von ihm ausgehenden Seiten , und @, sind; wenn 
w das Periodenverhaltnis bezeichnet, so setzen wir 


(1) nia; Qniz=o,C; CF ='0; 


In der ¢-Ebene sind die Perioden 227 und 2a. Einem 
Punkte a, + 6m, in der z-Ebene entspricht der Punkt a-2a7 + 
6-2a in der ¢-Ebene. Da der imaginare Teil von @ einen posi- 
tiven Koefficienten hat, so wird der reelle Teil von a negativ 
und \q\<1. 

Wir betrachten nun die nach beiden Seiten ins Unend- 
liche verlaufende Reihe 


(2) Ol2)=.,.46 8b +4 4 gb +044 eg OEE a ee oe 


Da die Reihe der Moduln der Glieder konvergent ist fiir 
alle endlichen ¢ oder z, so haben wir hierdurch eine ganze 
transcendente Funktion @,(z) definiert; wir wollen nun ihre 
Kigenschaften genauer untersuchen. 
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Vertauschen wir 2 mit —z, so bleibt die Reihe unver- 
andert; die Funktion ist also gerade. 

Erteilen wir 2 die Zunahme o,, also ¢ die Zunahme 2727, 
so bleiben die einzelnen Glieder der Reihe unverandert. 9, (z) 
ist also periodisch mit der Periode o,,. 

Erteilen wir 2 die Zunahme ,, also ¢ die Zunahme 2a, 
so geht das allgemeine Glied tiber in 


nie +2a) segs ye a Sta) pm +1) C+(n41)? a 


? 


woraus hervorgeht, dass das Resultat dasselbe ist, welches wir er- 


halten, wenn wir (2) mit ee +8) multiplicieren; wir erhalten 
also . 
(8) +a) =4,(2); O(e+0,) =e 8" 6,(2). 


w, ist also keine gewodhnliche Periode, da seine Hinzu- 
fiigung bewirkt, dass die Funktion mit einem exponentiellen 
Faktor multipliciert wird; der Kiirze wegen wollen wir jedoch 
auch ferner , die zweite Periode nennen. 

31. Setzen wir C=a7+ a, das heisst gleich dem Mittel- 
punkt des Parallelogramms, so heben die Glieder der Reihe 
sich zu je zweien, so dass der Punkt ein Nullpunkt fiir die 
Funktion wird; aus den Gleichungen (8) folgt dann, dass diese 
Eigenschaft den Mittelpunkten aller Parallelogramme zukommt. 
Wir haben also einen Nullpunkt in jedem Parallelogramm ge- 
funden, und kénnen nachweisen, dass es nicht mehr giebt. 
Ihre Anzahl wird namlich, da die Funktion keine Pole hat, 
bestimmt durch 


2 \ a1, (2), 
wo das Integral in positiver Richtung langs dem Umfange des 
Parallelogramms zu nehmen ist. 

Nun hat die Funktion jedoch dieselben Werte auf dem 
einen Paar gegentiberliegender Seiten des Parallelogramms, so 
dass das Integral, lings diesen beiden Seiten genommen, Null 
wird. Auf dem anderen Seitenpaare gilt dasselbe, wenn wir 
von dem exponentiellen Faktor absehen, der auf der einen Seite 
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hinzukommt; es bleibt dann nur noch tibrig, das Glied d le—(¢+a) 
zu betrachten, wo ¢ die erste Periode in negativer Richtung 
durchlauft. Das Integral erhailt dadurch den Wert 277, so 
dass das Parallelogramm nur einen Nullpunkt enthalt. Mithin: 

Die Nullpunkte fiir 0,(2) sind die Mittelpunkte der Paral- 
lelogramme. ; 

32. In der Reihe (2) hatten alle Glieder den Koefficienten 1. 
Setzt man statt dessen eine periodische Reihe von Koefficienten, 
(d,, @,.-.@u, SO findet man auf dieselbe Weise wie oben, dass 
o, Periode wird, wihrend eine Zunahme von wo, fiir 2 be- 
wirkt, dass die Funktion multipliciert wird mit e—(¢+47«). 
Die Anzahl der Nullpunkte in jedem Parallelogramm ergiebt 
sich in diesem Falle gleich w. Unsere ursprtingliche Funktion 
ist in dieser mit einbegriffen, und zwar erhalten wir sie flr 
p=1; ¢4,=1, 

33. Die logarithmisch Abgeleitete von @,(z) hat die Periode 
w,; wir wollen untersuchen, wie sie sich gegentiber , verhalt. 
Wir erhalten dann aus (3) 


Oe@+o) O;(2)_ Ini 


4) Bs anni mo aa eae 


und sehen also, dass die logarithmisch Abgeleitete von 9,(z) 
eine konstante Zunahme erfahrt, wenn z die Zunahme @, er- 
fahrt. Differentiieren wir die gefundene Gleichung, so fallt die 
Konstante fort. Mithin: 

Die Abgeleitete der logarithmisch Abgeleiteten von 0,(z) ist 
eine doppelperiodische Funktion mit den Perioden », und o,. 

34. Wir kénnen auch auf andere Art und Weise 
doppelperiodische Funktionen bilden; es sei c=4(, + ,) der 
Nullpunkt fir 9,(z), und wir setzen 


O,(2+0) 
O,@+o — * 


Fir z=0O wird der Nenner des Bruches zu Null, so dass 
w(z) einen Pol in diesem Punkte hat. w(ze—a,) wird dann 
einen Pol im Punkte a, haben, der beliebig gewahlt werden 
kann; wir bilden nun die Funktion 


JACOBIS §-FUNKTIONEN. ATS: 


(5) F(z) = A,w(z—a,)+ A,w(e—a,) + ...+ Apw(z—a@) + B, 


wo 6 eine willktrliche Konstante bedeutet; dasselbe gilt von 
den Gréssen A, obwohl diese jedoch der Bedingung unter- 
worfen sind, dass ihre Summe Null sein muss. 

Wir sehen nun sofort, dass F(z) die Periode , hat; sie 
hat imdessen auch die Periode »,, denn wenn z diese Zunahme 
erfahrt, so erhalten alle Funktionen w dieselbe konstante Zu- 
nahme, und da 2 A=0, so bleibt F(z) unverdndert. F(z) ist 
also eine doppelperiodische Funktion mit den Perioden , und @,; 
sie hat im Periodenparallelogramm / willktrlich gewiéhlte Pole, 
ist also von der Ordnung &; sie enthalt ferner & arbitraére Kon- 
stanten; diese lassen sich so bestimmen, dass die Funktion im 
Periodenparallelogramm /4— 1 willktrlich gewahlte Nullpunkte 
erhalt. 

Hierbei bleibt in der Funktion noch ein unbestimmter 
Faktor zurtick. Der fehlende Nullpunkt wird dadurch bestimmt, 
dass die Summe der Nullpunkte, abgesehen von Perioden, 
gleich der Summe der Pole ist, eine Bestimmung, die immer 
einen Punkt im Parallelogramm liefert. 

Da eine doppelperiodische Funktion, abgesehen von einem 
konstanten Faktor, durch ihre Nullpunkte und Pole bestimmt 
ist, so haben wir in (5) die allgemeine Form ftir eine doppel- 
periodische Funktion von der Ordnung &. 

Hierbei ist jedoch vorausgesetzt, dass die Pole verschieden 
sind, da nicht genug arbitrare Konstanten zur Bestimmung 
der Nullpunkte bleiben, wenn einige der Polé «# zusammen- 
fallen. Wir wollen z. B. annehmen, dass «, und «, mit «, zu- 
sammenfallen. Dann k6nnen wir statt der drei ersten Glieder 
in (5) setzen: 


A, y(z— tt,) ar B, y' (2—4,) am C, wy (2—- ,)3 


diese Funktion wird dreimal unendlich in «, und enthalt drei 
Konstanten. Die Relation zwischen den Koefficienten ist dauernd 
XA=0, da w’ und w” doppelperiodisch sind. 
Das Resultat unserer Untersuchung ist also folgendes: 
Man kann fiir ein willkiirlich gegebenes Periodenparal- 
18 
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lelogramm eine doppelperiodische Funktion von gegebener Ord- 
nung so bilden, dass ihre Pole und Nullpunkte, abgesehen von 
einem, willkiirlich gegebene Punkte sind. Die Funktion ist bis 
auf einen konstanten Faktor vollkommen bestimmt. 

35. Wir kénnen tibrigens einen anderen Ausdruck ftir 
die doppelperiodische Funktion darstellen, und zwar einen sol- 
chen, dass auch die Nullpunkte deutlich hervortreten; diese 
seien 8,, B,...8., wo 2e=28. Wir setzen 


ry 4 (2 +e—B,) (2 +e —8,).- 9,(2 + e—Bx) 
(8) FO 46 e+ e—a)0,(@-+o—a,)...0,(@+e—ur) 


Man sieht sofort, dass diese Funktion ihre Nullpunkte und 
Pole in den gegebenen Punkten hat'), und dass ihr die Pe- 
riode , zukommt. Erteilen wir z die Zunahme w,, so werden 
die einzelnen Faktoren in (6) mit exponentiellen Faktoren multi- 
pliciert; aus den Exponenten von diesen, welche die Form 


— 28424 ef) nie 
0, la 
haben, kénnen wir die fiir alle Faktoren gemeinsamen Glieder 
fortlassen, denn sie heben sich auf, da gleich viele Faktoren 
im Zéihler und Nenner des Bruches sind. Die tibrigen Glieder 
erhalten, abgesehen von einem konstanten Faktor die Summe 
+a—6, aber diese Summe ist nach unserer Voraussetzung 
gleich Null. /(z) hat also auch die Periode o,,. 

36. Ziehen wir in (2) die Glieder zu je zweien zusammen, 
so erhalten wir, wenn wir 2xz=o,« setzen, 


(7) 9.(z) =1+2qcosa+2q*cosQa+2q?cos8a+...; 
(8) 6,(0)=1+2¢+2¢*+29q°+.... 


Nach der Definition ist g¢ <1. Der Konvergenzkreis der 
Reihen hat den Radius 1, und die durch die Reihen bestimmten 


*) Von diesen kann der eine, der aus den tibrigen bestimmt wird, ausser- 
halb des Parallogramms fallen, aber es giebt dann einen dazu homo- 
logen Punkt im Parallelogramm. 
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Funktionen von q kénnen tiber diesen Kreis hinaus nicht er- 
weitert werden. 


37. Wir fiihren nun drei andere Funktionen ein, die alle 
ganze Transcendenten sind, namlich 


(9) O(2)=8,(2+4o,) =1—2qcosa+2q*cos2a—2q?cos3a... 
Man erhalt hier 


(10) O0(2+ w,)=4(z); O(2+ ,) = —e“6+90 (2); o(%) 54) 


(1) 6(0)=1—2¢+2q'—2q?4... 
1 atta) rt rs Sra 
(12). O(e)=e O(z+h,)=2q costu+2Qq cos$at+Qq * cossat... 


(13) 0,(2+,)=—9,(z); eta (¢+a 0, (z); 0,(4.0,) =0. 


a) 0,(0) = 24 +29 Fhag !4 


Wir sehen, dass diese Funktion das Vorzeichen wechselt, 
wenn 2 die Zunahme , erfahrt; sie hat also die Periode 
2,; dieselbe Bemerkung gilt fiir die folgende Funktion: 


; 1@Qé+4a) fe 9 
(15) (2) =e : o,(2+% For) = 24 singa—2g'sin ga +... 


(16) 9,(2+o,) = —9,(2); 9, (2+0,) =—e~6*90, (2); 6,(0)=0. 


Hieraus werden nun wieder Formeln fiir die Anderung 
der Funktionen abgeleitet, wenn 2 um halbe Perioden wiachst, 
namlich 


(7) 6,(2 + $)=—0,@); 6,(2+ B)=0,0, 


1 — tte 


und ferner, wenn wir g ‘e ©, durch y bezeichnen, 
a (oy) x 
6,(2 + 3 = 76, (2)3 o(2 + 5) = oy O(a) 


(18) 0,(2 + 2) =74,(2); 6,(2 ae a= = 176 (2). 
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Aus diesen wird wieder abgeleitet, wenn ¢ die halbe Pe- 
riodensumme bedeutet, 


O,(2 + ¢) = 178, (2); O(2 + ce) =78,(2); 
(19) 6,(z+¢) = —iy9(z); 9, (e+ce)=79,(2). 


Die Reihenentwickelungen zeigen, dass die Funktion 9, (2) 
ungerade ist, waihrend die tibrigen gerade sind. 


ZERLEGUNG IN FAKTOREN. 


38. Da die Nullpunkte der vier Funktionen homologe 
Punkte in den Periodenparallelogrammen sind, so gelten die 
Betrachtungen, die wir in 21 angestellt haben, und es ist dadurch 
die Form der primaren Faktoren bestimmt. Da die Abgeleitete 
der logarithmisch Abgeleiteten jeder der Funktionen eine doppel- 
periodische Funktion ist, so erhaélt man, wenn © irgend eine 
von den Funktionen bedeutet, und deren Nullpunkt durch a 


bezeichnet wird (ist @=0, so fallt 4 fort) 


GO” 6’ 2 1 | 
(20) 0 <a) 5 BP Aer) SS 


»wo K eine Konstante bedeutet, die man dadurch bestimmen 
kann, dass man z=0 setzt. Nun ist fiir die drei geraden 
Funktionen 6’(0)=0. Fur 6,(z) kénnen wir nicht direkt 2=0 
setzen, da dieser Punkt ein Pol (zweiter Ordnung) fiir die 
doppelperiodische Funktion ist; wir kénnen indessen in (20) 
das auf der rechten Seite vorkommende Glied —z-® nach der 
linken Seite bringen und dann den wahren Wert des dort stehen- 
den Ausdrucks fitr z=0O bestimmen. Das Resultat, das durch 
unendliche Reihen ausgedrtickt wird, ftir die wir spater ein- 
fachere Ausdricke kennen lernen werden, wollen wir mit 2y, 
bezeichnen, wahrend wir 


0:(0) 
0,0) 


0 (0) 


NB: OT) ae 
a7 38; (0) 


21 = 
(21) 0 (0) Qu 


setzen. 


2Qu A 
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Wenn wir nun durch Integration zu der logarithmisch 
Abgeleiteten zurtickkehren, so erhalten wir ausser dem Gliede 
Kz ein unbekanntes konstantes Glied. Nun ist fiir die drei 
geraden Funktionen die logarithmisch Abgeleitete ungerade 
und ohne singuléren Punkt in z=0; wir brauchen dann nur 
z= 0 zu setzen um zu erkennen, dass bei der Integration keinerlei 
Konstante hinzuzuftigen ist. Dasselbe gilt fiir @,(z), wenn wir 
von der logarithmisch Abgeleiteten z—! subtrahieren und da- 
durch g=0 zu einem reguléren Punkt machen. 

Bei der folgenden Integration, durch welche wir zur Pro- 
duktentwickelung tibergehen, wird wieder eine Konstante ein- 
gefiihrt, aber diese fallt fort, wenn wir die Funktion durch 
ihren Wert fir z=0O dividieren. Wir dtrfen jedoch bei 4, 
nicht in der Funktion selbst z=0 setzen, sondern erst nach- 
dem sie durch 2 dividiert ist; wir erhalten dadurch 6; (0). 

Wir erhalten also, wenn 


(22) 7 (1 Le a ae 


a 


wo das Produkt sich tiber alle Nullpunkte erstreckt, fiir 9, je- 
doch mit Ausnahme von z=0O, 
C2) OO) eter Oe) (0) ee a1; 
(23) 0 (2) =0 (0) ets: 6. (ey 0) (0) ema 1T. 
39. Die co’ Faktoren, die hier in den Produkten vor- 


kommen, lassen sich zu einer einfachen Unendlichkeit ver- 
einigen; wir haben namlich identisch 


é nS ee ner) ‘(1 4 et 


a+mo, + 70, m0, 


ein Ausdruck, der jedoch fiir m=0 die Form 


JOY 4K, a + 10, 
™ —— —*:|—_a —— 


00, 0, 


erhalt. 
Wir lassen hier » konstant sein, geben aber m alle ganzen 
Werte und multiplicieren; dann wird das Produkt 


978 ZWEITER ABSCHNITT. KAPITEL IIL. 


a(e—a—nm,) .  a+no, 
——____—__— * ; sin x —_——*, 
0, 


— sin 

1 

Nun sollten wir x alle ganzen Werte erteilen und multi- 

plicieren. Indessen wollen wir hier diese Entwickelung nicht 

weiter verfolgen, da sie erst nach beschwerlichen Umformungen 

zu einer bequemen Form fiihrt, sondern wollen diese direkt mit 
Hiilfe einer merkwiirdigen Formel von Cauchy ableiten. 

40. Wir setzen 


Fe) = (1+ 4 +g2-)(14 ge)(Lt get)... (Lt gtet 
== A+ A, (e+e-1) + A, (e?@ +279) +... + Ang (emtt +e). 


Setzen wir qg’z statt 2, so erhalten wir im Produkte die- 
selben Faktoren mit Ausnahme des ersten und letzten, wih- 
rend dagegen die Faktoren 1+ q—1!2~! und 1+ q2"+82 hin- 
zukommen; man hat deshalb identisch 


(get g**4) F(g?a) = (1 + 9? 492) Fee). 


Wenn wir dies auf die Reihe anwenden, so erhalten wir 
durch Vergleichung der Koefficienten, die zu Potenzen von 2 
mit demselben positiven Exponenten gehéren, 


A,q+A,qutt= Ag+ A; 

A, + Agent? =A, gt? + Ay; 

of, eae, quest a0 hg aA ae 77aee + A,; 

A,que aL A, 7 hes — A,g™@ts aE VAR 
oder 

A,q(1— q7"*?) = A, (1—q™*4); 

A,f (1—q*") = A,(1 — gt); 

Ang (1—q') = A, (1 —9*9); 

Ay girth (L— 7) = Ants (L— git*4); 

Ans = gi testy... +2n+1 — qeery, 


Fir n=co und g <1 sind das Produkt und die Reihe 
unbedingt konvergent, und wir erhalten, wenn wir 
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(24) d=1—7)1—7)(1—9’).. 
setzen, 


A,=Q; 4,= qA,; A,= GA, ae q A,; -.-A,= 9" A, 


und dadurch, wenn die Faktoren in F(z) zu je zweien zu- 
sammengezogen werden, 


VUll+gete) +g] [1+ PetehN+g ][1+9 (et24) +9")... 
(25) =Itg(ete)+ 9 (+2) +97" (e42-)+... 


Die Giltigkeit dieser Identitaét ist also nur eingeschranckt 
durch die Bedingung | q| <1. 

Diese Bedingung ist erfiillt, wenn wir g die gewdhnliche 
Bedeutung geben ((1)). 


Iriz 
Setzen wir e % fir zg, also 2cosna fiir 2*+2-, so wird 


die Reihe in (25) eben @,(z), und wir erhalten dadurch die 
Zerlegung dieser Funktion in eine einfache Unendlichkeit von 
Faktoren. Daraus wird dann wieder durch Vertauschung von 
gq mit —gq der Ausdruck fiir 9(z) gebildet. Um die beiden 
tbrigen Funktionen zu zerlegen, betrachten wir die einzelnen 
Faktoren in 6,(z) und setzen 2+}, fir 2; dadurch geht der 
Faktor 


Wiz 


1 ae gmt e m1 


tuber in 


Qnriz Wriz 


(eae anOmtn be pare ney, 
+ gmtle =1tq2t%e %, 


wahrend sich aus dem entsprechenden Faktor 


— Ariz : —I2riz 
TiO = 


Megat eis = 1g te M1 


ergiebt. 
Wenn wir den letzten Faktor ftir »=0O ausnehmen, so 
lassen die tibrigen sich paarweise in Ausdrticke von der Form 


1 a 2 9?" Cos + Ge 


zusammenziehen. 
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Nun ist nach der Definition 


1 wiz 


,(2) =q!e® O(2+ 40), 


wo der exponentielle Faktor, multipliciert mit demjenigen, den 
wir oben ftir n=O erhielten, 2cos}a@ ergiebt. Wir haben 
also 0,(2) in Faktoren zerlegt. Aus 6,(z) leitet man 6, (2) dadurch 
ab, dass man 2+}, an die Stelle von 2 setzt. 

Man findet in dieser Weise 


9, (2)= GU +2qcosa+g')(1+2@°cosa + 9°)... 
9 (2) = Aa beatae tas Fe “his ore 


(26) \6,(2) = Q-2qi cos. 9 (1 +29" cosa + q')(1+2q'cosa+q*)... 


0 (2) = 9-24 sing (1—2q’ cosa + q') (1—2q'cosa+q’)... 


Hieraus erhalt man wieder fiir z= 0, also sina =O, 
2 (0) = QA (1+g**1)"; 60) = QI(1— gq)"; 
(27) 6,(0) = 241 QL + 2"); 6,(0) = 0. 


KAPITEL IV. 
DIE ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN. 


DIE FUNKTIONEN 3}, uw, ». 
41. Aus den 6-Funktionen werden drei doppelperiodische 
Funktionen 4(z), “(z), »(z) gebildet, die durch hinzugefiigte 
konstante Faktoren in der Weise niher bestimmt werden, dass 


(1) A(40,) =1 00) 1 9 (0) ae 
Setzen wir 
(2) 9, (0): 6,(0) = Vk; 9(0):0,(0) =Vk,, 
so werden die Funktionen bestimmt durch 
1 6, (2) a) 
(3) A(z) = =A; ,(2) 3 (2) 
= 5 Bla) #@) = a Be ee 0(2)' 
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Durch Benutzung der Eigenschaften der 6-Funktionen er- 
halt man nun: 

4(z). Die Funktion ist ungerade mit den Perioden 2a, 
und ,; sie ist von zweiter Ordnung, denn sie hat Nullpunkte 
in 0 und @,, Pole in $ ,, und $,+o,. 

“(z). Die Funktion ist gerade mit den Perioden 2m, und 
o,+,; sie ist von zweiter Ordnung mit Nullpunkten in } o, 
und $,, und Polen in $@, und }e@,+ @,. 

»(z). Die Funktion ist gerade mit den Perioden , und 2a,; 
sie ist von zweiter Ordning mit Nullpunkten in }(o,+,) und 
3,-+ $,, und Polen in }, und 3 o,. 

42. Wir erhalten nun ferner: 


fees) ean Ca) 8 


2 (2) Vi 9,(2) kA(2)’ 
setts) Tatteee ay Neer 
e+ VE8G= 20. og VERGE 
ler) =- Vite -Gogi te =e 
erg) =e ge) =the 9) 0g = 
oe 4 ts) aye, aCe ae (6 ')=h, 


Die Konstanten & und #, sind nur abhangig von den Wer- 
ten der 0-Funktionen ftir z=0, und diese hangen nach 36 
und 37 nur von gq ab, einer Grésse, die wieder nur vom Pe- 
riodenverhaltnis abhangig ist. 

43. Die drei Funktionen A(z), «(z), »(2) wechseln alle das 
Vorzeichen oder bleiben unverandert, wenn z die Zunahme @, 
oder w, erfahrt, und ihre Quadrate haben also das Perioden- 
parallelogramm (,,,). In diesem erhalten sie nur einen Pol, 
1@,, in dem sie aber alle zweimal unendlich werden. Da die 
Summe der Residuen in einem Periodenparallelogramm Null 
ist, so kann in der Reihenentwickelung der Funktionen vom 
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Pole aus kein Glied mit dem Exponenten —1 vorkommen, so 
dass das einzige Glied mit negativen Exponenten die Form 


a 


(2 oe 3 @,) 


erhalt. 

Eliminieren wir dieses Glied, indem wir zwei von den 
Funktionen mit passenden Konstanten multiplicieren und ad- 
dieren. so erhalten wir eine doppelperiodische Funktion, die 
im Pole nicht unendlich werden kann, und deshalb auch nicht 
im ganzen Periodenparallelogramm; sie muss deshalb eine Kon- 
stante sein, und es existiert also zwischen zwei beliebigen von 
den drei Funktionen eine lineare Relation mit konstanten Ko- 
efficienten. Wir haben also 


al?(2) + Bul) =1; 0,2 (2) +8,0"(2) =13 


aus 4(0)=0; “(O)=1; »(0)=1 ergiebt sich G=6,=1; aus 
“(o,)=0 und 2(},)=1 ergiebt sich ferner a=1, und aus 
i(4(@,+,)) = k—!; »(4(@,+0,)) = 0 endlich o,=*; wir er- 
halten also 


(3) V(i)tw(2Q=1; PP(At+/7e)=1; Pw (2e)—r(e) =k -1, 
woraus wieder, da 4(40,)=1; »(40,)=k,, 
(4) ae a ieee 


Driicken wir hier / und k, durch g aus, so erhalten wir 
die merkwiirdige Identitat 


5) (1—29¢+29* —2q°—...)* +(2g4+2Ggi +...) =(14994+ 29g +2q'+...)4, 
GT AG Y vi q G+ ag fl 


die sich benutzen lasst, um verschiedene Sitze in der Zahlen- 
theorie zu beweisen (Zerlegung einer Zahl in eine Summe von 
vier Quadraten). 

44, Wir wollen nun Produkte aus je zwei von unseren 
drei Funktionen bilden und hieraus wichtige Resultate ableiten. 

u(z)v(z). Die Funktion hat die Perioden 2, und o,, also 
dieselben wie 2(z). Sie wird zweimal unendlich in den Punkten 
79, und $,+,, hat also dieselben Pole wie 2’(z); sie hat 
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Nullpunkte in $(,+,), 30,+40,, 4, und 3,; wir kénnen 
indessen zeigen, dass 2’(z) genau dieselben Nullpunkte hat. 
Man hat namlich 


i(z+o,) = —2(z); 0 (e+ o,) = —?' (2), 
also, da 4’(z) eine gerade Funktion mit der Periode 2«, ist, 
(e+ oS) — uM (z2— OA Par (o, —z) = heey 


woraus hervorgeht, dass der Punkt $,, der kein Pol ist, ein 
Nullpunkt sein muss; dasselbe muss dann von 3, gelten. Hier- 
durch werden leicht die beiden anderen bestimmt, da ihre 
Differenz , ist, und ihre Summe, abgesehen von Perioden, 
aus den gefundenen Nullpunkten und Polen bestimmt wird. 
Da die beiden Funktionen dasselbe Periodenparallelogramm 
und dieselben Nullpunkte und Pole haben, so ist ihr Verhaltnis 
eine Konstante; behandeln wir nun die tibrigen Produkte aus 
zwei von den Funktionen auf dieselbe Weise, so erhalten wir 


(6) UQ)=gule)r(2)sw’ Q=H.7 D2); *" @)=Ju (2). 


Um die Konstanten zu bestimmen, bilden wir das Ver- 
haltnis 2’ (2): (2), teils aus den beiden ersten Gleichungen, teils 
durch Differentiation der ersten Gleichung (3); dadurch finden 


wir g,=—g. Auf dieselbe Weise benutzen wir die erste und 
dritte Gleichung und die zweite Gleichung (3); dadurch erhalten 
wir g,=—’g. Endlich erhalten wir aus der ersten Gleichung 


g=1 (0); aber aus ‘der Definition von 4(2) ergiebt sich, da 
0, (0) = 9, 


‘ 1 0/(0) 
A 0) ee 4 ; 
= 5 80) 
also durch Benutzung der Reihe fiir 6, (2), 
i 9 25 


4 rk eis 
(7) 3 In Geog +5¢q =. 


: ~ ok 1-2g+2g*-2q' +. : 


k heisst der Modulus, k, der komplementiire Modulus, g 
dey Multiplicator. Die Formel fiir g zeigt, dass go, allein vom 


Periodenverhaltnis abhangig ist. 


(10) 


bo 
BD 
cs 
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Aus den Gleichungen (3) und (6) finden wir nun, wenn 
wir die untere Grenze der Integrale durch (1) bestimmen, 
rl 
di. a — adr 
. = / ==)" (ay iN 0S . 
(8) gz IVE NK ng Wad — #9) 
0 


eu 
du ie ere, weal; du 
da 9% V -« (1 a «} Es ie 
ree iat by . ap 
= igk, V (1 —*)(1 aos tO Me a = Bee 


Jedem Werte von 2, u, » entsprechen in dem betreffenden 
Parallelogramm zwei Punkte; in diesen hat die Abgeleitete ver- 
schiedene Werte, entsprechend den beiden Werten der Wurzel- 
grésse; fiir 2=0 erhilt man beispielsweise 2’= +g; da u(0) 
=vr(0)=1, so zeigt die erste Gleichung (6), dass das obere 
Vorzeichen z=0, das untere also =o, entspricht. 

Unsere Resultate zeigen uns, dass unsere drei doppelperio- 
dischen Funktionen die umgekehrten Funktionen von elliptischen 
Integralen erster Art sind: wir haben sie unter Legendres Normal- 
form dargestellt erhalten, wobei jedoch ein neuer Parameter g 
hinzugekommen ist; wo es notwendig ist auf diesen besonders 
aufmerksam zu machen, wollen wir die Bezeichung 2(z, g, /) 
u. s. w. benutzen, so dass sin am z=A(ez, 1, &), oder ktirzer 
=i(z,h). Fir die drei Funktionen braucht man auch die 
Bezeichnungen sn, cn, dn. 

Dass die Funktionen hier mit zwei Parametern auftreten, 
ist eine notwendige Folge des Umstandes, dass sie durch zwei 
willkiirliche, von einander unabhingige Perioden bestimmt sind. 

45. Durch die Methode, durch die wir oben Relationen 
zwischen den Quadraten der drei Funktionen abgeleitet haben, 
lassen sich eine Menge anderer Relationen zwischen doppel- 
periodischen Funktionen ableiten. Namentlich kann man die 
Quadrate der drei Funktionen betrachten oder deren reciproke 
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Werte, oder ihr gegenseitiges Verhdltnis, und diese mit den 
doppelperiodischen Funktionen vergleichen, die gebildet werden 
von den zweimal Abgeleiteten der Logarithmen der 0-Funk- 
tionen. Diese findet man in dem oben (S. 270) angefiihrten 
Werke von Briot und Bouquet. Hier wollen wir uns damit 
begntgen, die Methode an ein paar Beispielen zu zeigen. 

Die erwaéhnten doppelperiodischen Funktionen haben die 
Form 


co eons 


wo a einen Nullpunkt der entsprechenden 6-Funktion darstellt. 
Die Funktion hat die Perioden », und , und wird in einem 
Parallelogramm zweimal unendlich in dem darin liegenden 
Punkte a. Dasselbe gilt von einer der obengenannten Funk- 
tionen, wenn sie zum Nenner das Quadrat derjenigen @-Funk- 
tion hat, deren Nullpunkt @ ist, und dann muss zwischen den 
beiden Funktionen eine lineare Relation mit konstanten Koeffi- 
cienten existieren. 

Wir erhalten beispielsweise, wenn wir 4-?(z) und @, (2) 
betrachten, 

Ai—*(z) = B— Dz 160, (2). 


Der Doppelpol liegt im Punkte 0; wir wollen die ersten 
Glieder der von diesem Punkt ausgehenden Reihenentwicke- 
lung bestimmen. 

Wir haben 2(0)=0, und finden mit Hutlfe von (6) 


10) = 9; 2 (0) =0; 2") =—g'(1+P).... 


Auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens kommt nur 
ein Glied mit negativem Exponenten vor, namlich dasjenige, 
das vom Faktor 2 in @,(z) herrthrt; da ferner + fir z= 
fortfallt, so erhalten wir 


Age" +s thi +...)=2P+B-K+...5 


daraus ergiebt sich A=g’?; B—K=4(1+F)”. 
Setzen wir 2+ 43, fir 2, so erhalten wir mit Benutzung 
von 42 
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GP? (2) = B— D310 (2); 


fiir e=0 ergiebt sich daraus B= 0"(0):0(0) =2.u, und daraus 
wieder 
(12) K=2y,=2u—4(1 + k*) g?. 


Hier erhielten wir », ausgedrtickt durch «; ahnliche Aus- 
driicke kénnen wir fiir », und yw, finden. Wir haben namlich 


D210,(2) — D210 (2) = Dilu(z) =—g D.(A(2)» (2): 4(2)), 
oder, da 0;(0) = 06’ (0) = 0; 2(0)=0, 
(13) 2u,—2u = —gi'(0)9(0): 4 (0) = —9, 
und auf dieselbe Weise 
(14) 24u,—2u=—Kk’g. 


Setzen wir g=1, und ftihren wir in das Integral (8) eine 
neue Variable p ein, indem wir 


(15) 17—$(1 +0) =p 


setzen, so nimmt das Integral die von Weierstrass angegebene 
Normalform (S. 108) an; p ist also seine umgekehrte Funktion; 
wir sehen also, dass Weierstrass’ p-Funktion eine gerade Funk- 
tion zweiter Ordnung ist, deren Pole im Punkte 0 zusammen- 
fallen, und die kein konstantes Glied in ihrer Reihenentwicke- 
lung hat. 

46. Aus den Produktentwickelungen fiir die @-Funk- 
tionen kan man sofort solche Entwickelungen ftir die ellip- 
tischen Funktionen, sowie fiir die Moduln und Multiplikatoren 
bilden; so erhalten wir aus den Ausdriicken (2) und (26) 


ee ne ie er an re 
ity sd Sa uF ~ vi 
(16) Vk= 24 n(, a): Vk, = u(t + gq?" ). 


Ferner haben wir nach der ersten Gleichung (6) 


g =? (0) = 01(0): (0(0) Vk) = [0,(2):2]:(0 (0) VE), 
ea) 
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oder, wenn wir die Produktentwickelung fiir 6,(z) benutzen und 
beachten, dass sin $ a nach Division mit 2 fir z= 0 zu 2:0, wird, 


1 2 2 6\2 
6, O)=2 Ogi A gy l—a A —a'y..., 
also mit Benutzung der Produktentwickelung ftir 6(0) und ftir Vk 


(oped a 7) UF ol 9). 
an Ve ~ i+9)i+¢).. end = (0) 


und daraus 


(18) a 9 (0) = Ee 


ENTWICKELUNG DER ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN IN REIHEN, 


47. Fur die Entwickelung der elliptischen Funktionen in 
Potenzreihen kénnen wir die Formeln (6) benutzen; dabei 
wollen wir g=1 setzen, denn in den dadurch gebildeten Reihen 
brauchen wir nur gz fiir z zu setzen, wenn wir zu der all- 
gemeinen Form tibergehen wollen. Wir erhalten nun 


Mawr; dW” =1A(WV—hH—1); VL" =1N(6VV—Kh—1); 
ATV — 1 (QAKAM — 901? (1 + Wh’) + 84+ 14h? 4+ 1)us. w.; 


und daraus 


W\Oie Len dn( OQ) == O50. (0) = —(h 1); 277(0) = 0: uss. we 


Man erkennt hier leicht folgende Eigenschaften der ab- 
geleiteten Funktionen. 

2) ist teilbar durch 4 ftir ein gerades », durch 2’ fiir ein 
ungerades n. Die Reihe erhalt also nur Glieder mit ungeraden 
Exponenten. 

Der Faktor, mit dem 2 oder 2’ multipliciert ist, ist ftir ein 
gerades nm vom Grade w, ftir das nachst gréssere » von dem- 
selben Grade und mit demselben konstanten Gliede. 

Auf ahnliche Weise kénnen wir die Reihen ftir die beiden 
anderen Funktionen bilden und erhalten demnach 
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5 ot 


(19) 4 (2) =2— Hea By ta t 


a,=R +1; a, = +14 41; a, = (+1) (4 + 1840741)... 
, 2 28 
(20) u(z) = 1— 4, or odes bo eit 

6,=1; b, = (2k)’ +1; b, = (2k) + 11(2k)? +1. 


4 


eo 2 Fe 
(21) (2)=1—eop +g — ee git 
C=; 4 =K+4P; 0, = (e+ 44K + 16). 


Man kann auch einen anderen Weg einschlagen; wie man 
sieht gentigen alle drei Funktionen der Differentialgleichung 


ge” g—3q' gp" =2e' gg’, 


wo a’ in den drei Fallen beziehungsweise 4°+ 1, 1—2/° und 
i? — 2 bedeutet; man kann also in diese Gleichung ftir g Reihen 
der oben angegebenen Form einzetzen und die Methode der 
unbestimmten Koefficienten anwenden; diese ftihrt zu Rekur- 
sionsformeln, die sich zur successiven Berechnung der Koeffi- 
cienten anwenden lassen. Liner der Koefficienten lasst sich 
auf diesem Wege nicht bestimmen, ist aber schon oben ge- 
funden worden. Man sieht, dass zu der Differentialgleichung 
als partikulares Integral dass vollstandige Integral von g”+ a’ 
=( gehort, aber diese Kigenschaft scheint keinerlei Erleichte- 
rung mit sich zu bringen. 

48. Wir wollen nun zeigen, wie die drei Funktionen sich 
in trigonometrischen Reihen entwickeln lassen. Wir haben in 76 
gezeigt, das eine periodische Funktion, die holomorph in der 
ganzen Ebene ist, sich in einer solchen, fiir die ganze Ebene 
geltenden Reihe entwickeln lasst; auf ahnliche Weise zeigt 
man, dass der Satz, wenn die Funktion Pole hat, fiir eine von 
Parallelen begrenzte Zone gilt, in der die Funktion holomorph ist. 

i(z) hat die Periode 2,, lasst sich also nach dem er- 
wahnten Satze in einer nach beiden Seiten unendliche Reihe 


maiz 


i (2) = Ane 4 
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entwickeln, die konvergent ist in einer Zone, die von zwei zu 
o, parallelen Geraden begrenzt wird; diese liegen zu beiden 
Seiten des Punktes Null und enthalten jede eine von zwei Nach- 
barreihen der Pole der Funktion, so dass keiner von diesen 
Polen innerhalb der Zone vorkommt. Die Linie AB, die —}o, 
mit + }, verbindet, liegt in dieser Zone. 

Um die Koefficienten zu bestimmen, multiplicieren wir mit 


— maiz 


e ® dz und integrieren von dA bis C, wo AC gleich 2a,; 


dabei fallen alle Glieder fort, ausgenommen das eine, das den 
Koefficienten A,, hat; wir erhalten also 


—miatte 


Dien A yg \a@e a dz, 

wo die Integration von A bis C geht; zerlegt man das Integral 
in zwei Teile, den einen von A nach B, den anderen von B 
nach C, so sieht man leicht, dass diese Teile gleich gross sind, 
wenn m eine ungerade Zahl ist, dagegen gleich gross mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen, wenn m gerade ist; ferner zeigt die 
Vertauschung von m mit —m und von zg mit —z, dass 4A,, 
das Zeichen mit m wechselt; wir brauchen daher nur positive 
m za betrachten. 

Wir haben aiso 
(m1) = 


ae 
Uae 


Aan = OS WAG gong \2@)e 
wo der Integrationsweg von A nach B fuhrt. 

Nun wollen wir ein Parallelogramm betrachten, von dem 
zwei Eckpunkte A und B sind, wahrend man die beiden an- 
deren dadurch findet, dass man von diesen nw, subtrahiert, 
wo m positiv und unendlich gross ist; wir wollen das Integral 
langs dem Umfange dieses Parallelogramms ftihren. 

In homologen Punkten der unendlich langen Seiten sind 
beide Faktoren unter dem Integralzeichen paarweise gleich 
gross, aber mit entgegengesetzten Zeichen; diese Seiten tragen 
also zum Werte des Integrals nichts bei; dasselbe gilt von der 
unendlich fernen Seite, da der exponentielle Faktor auf dieser 
Seite Null ist. Wir kénnen also das Integral, statt von A nach 

19 
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B, in negativer Richtung lings dem Umfange des Parallelo- 
gramms nehmen. Dadurch erhalten wir 


©, dam —1 = —2nixre, 


wo oe die Summe der Residuen im Parallelogramm bedeutet. 

Die Pole im Parallelogramm sind die Punkte —(n—})o,, 
wo n=1,2,3...; bezeichnen wir einen von diesen Punkten 
mit a, so wird das Residuum ftir 4(z) in diesem Punkte der 
Wert von (e—a)A(z) flr z=a, oder der Wert von 2,4(z,+a) 


fiir z,=0; nun ist A(z, + a)=A(z,+}o,)= multiplicie- 


1 . 
kh (2,)’ 


ren wir hier mit 2, und setzen z,=0, so erhalten wir das Re- 


sultat i wir erhalten also das Residuum 


1 yem—Ne@n—1aio == i gq —iGn—1) 
°g ky 
woraus hervorgeht, dass die Residuen eine Quotientenreihe 
bilden; fiihren wir die Summe von dieser ein, so erhalten wir 
Qui qu—t 
D) / sa a i 
(23) Agm-1 gko, 1 — g2m—1" 

Wenn wir nun die Glieder paarweise zusammenziehen und 
auf ahnliche Weise die Entwickelungen fiir «(z) und »(z) bilden, 
so erhalten wir 


AnVq{ 1. (pees ee 
22) = Tet (a sin a+ pL sin da +. 
gut ve 
(24) + {pe sin a+... ‘ 
= Maa ( 
u (2) Tie age: arate 3 COS 3 BO eis sy 
- qu m— 
(25) ae este a a aa 


A ; 
2) ee (1 ie? cosa + cos2a+... 
u 1 


4q” 


(26) 1+42™ 


cosma+t+.. i 
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49. Wir wollen noch ein System von Reihenentwicke- 
lungen fiir die drei Funktionen bilden, wobei wir jedoch wie 
oben die Entwickelung nur ftir 2(z) durchfiihren wollen. Hierzu 
bedienen wir uns desselben Parallelogramms, das wir fiir die 
Bildung der trigonometrischen Reihe benutzten, jedoch mit dem 
Unterschied, dass wir das Parallelogramm sich nun nach beiden 
Seiten bis ins Unendliche erstrecken lassen, so dass es die Pole 
(1+ 4), fir alle ganzen Werte von w enthalt. Wir betrachten 


nun das Integral 
CeCe eA iat 
vil, T 
ev 


sin —(t—2) 


J 


wo z ein beliebiger Punkt im Parallelogramm ist, und inte- 
grieren in positiver Richtung langs dessen Umfang. Der Wert 
des Integrals ist dann gleich der Summe der Residuen im 
Parallelogramm. Die Funktion unter dem Integralzeichen hat 
die Periode w,, und ihr Nenner hat unendlich grossen Modulus 
auf den beiden unendlich fernen Seiten. Daraus folgt, dass 
der Wert des Integrals und deshalb die Summe der Residuen 
Null ist. Diese rtihren teils her von den Polen des Zahlers, 
teils von dem einen Nullpunkt z, den der Nenner im eer 


lelogramm hat; von diesem erhalten wir das Residuum “11 (2). 
Vom Pol (n+ 4), erhalten wir 
1 


keg sin (e—(n + 4) ,) 
wir haben also 


1 
i@=—_ ¥ 
ihe sin ~ (2—(n + })a,) 


wo vn alle Werte annehmen soll von —co bis + oo. Ziehen 
wir die Glieder zusammen, die Polen entsprechen und gleich 
eross sind mit entgegengesetzten Zeichen, so erhalten wir 


aS 


AnVq Gag 
(27) 2@)=— 4s ye S- Mees 


a gkw, 9qg2"—-1cos a+ gin—2 
19* 
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Auf ahnliche Weise erhalt man 


: 180% weave See 
(28) “(2 aay aya «¥ fa { —9 qo" leosa + qin? 


Fiir »(2) muss man, um das Integral zum Verschwinden 
zu bringen, im Nenner fg statt sim nehmen. Dadurch erhalt 
man jedoch eine Reihe von Briichen, die nicht konvergent ist. 
Dieser Schwierigkeit entgeht man, wenn man »(0)—»(z) statt 
»(z) betrachtet, und dadurech erhalt man 


=! nye! isedeses 
~ (—1)” 1g? ites : — gan 


8a 
oC = +) — = 
(29) 1—»(z) = — sin’; 103; <9 gine ORT 


ADDITION DER ARGUMENTE, 


50. Wir haben frither (5S. 107) Formeln abgeleitet ftir die 
Addition elliptischer Integrale von Legendres Normalform und 
kénnen hieraus leicht Formeln bilden fiir die Addition der 
Argumente der umgekehrten Funktion. 

Dieselbe Aufgabe lasst sich ftir die beiden anderen ellip- 
tischen Funktionen auf dieselbe Weise lésen; wir wollen hier 
jedoch einen anderen Weg einschlagen. 

Bedeutet ¢ eine willktirliche Konstante, so wollen wir die 


Funktion 


A(2+t) + 4(2—2) 
untersuchen. 


Die Funktion hat die Perioden 2, und ,; sie ist von 
vierter Ordnung mit den Polen +#+ 4}, und +¢+4o,+o,. 
Ihre Nullpunkte sind 0, o,, $@, und $,+ o,. 

Die Funktion 

a) 
1— #2 (2) 0) 


hat dieselben Perioden und, da sie ftir 4(2)=0 und i(z)= 
Null wird, auch dieselben Nullpunkte. Die Funktion wird un- 
endlich, wenn 
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A(ZJ= ta, =+ 1(4o, +4); 


man erkennt hieraus, dass die beiden Funktionen auch die- 
selben Pole haben und schliessen dann, dass ihr Verhaltnis 
eine Konstante ist. Diese wird dadurch bestimmt, dass man 
die Abgeleitete bildet und z=O setzt; dann erhalt man (g=1) 


21( (za (t) 
1—k?*? *(2) 0? (£) 


A(ze+t)+4(e—H= 


Vertauscht man hierin z und ¢, so findet man 


21.(t)2! (2) 


1— 2? (2)? 0)’ 


2 (2)2! (t) + 112! (2) 
LBP E)EO 


A(e+t)—A(2e—NHN= 
wonach 
(30) Mary) 


eine Gleichung, die mit derjenigen tibereinstimmt, die sich aus 
der Formel auf S. 107 ableiten lasst. 
Durch ein dhnliches Verfahren erhalt man ferner 


(31) Ket) 
v(z)»(t) + k—-* 9! (2) 0" (¢ 
eo) (6) =O aro 


51. Setzen wir in Legendres Integral z=sing, so wird 
dieses umgeformt in 


We dy 
33 F(g) =\—-—— 
ie”) 9) Pas 
vo 


und das Additionstheorem wird 
FQ) + Fw) = FW), 


sing cos w V1 sin’ sin’w + sinwcos@ V1—/ ‘sin? y 
1 — i’ sin’¢ sin? p 


WO 


sin = 


7 
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eine Gleichung, die sich auch in der Form 
(34) cos“ = cospcosw + singsinw//1— h’sin’?n 


schreiben lasst. 

Wir wollen zeigen, wie man fiir reelle Werte der Variablen 
durch einfache geometrische Betrachtungen zu dieser Form des 
Additionstheorems gelangen kann. 

In einem rechtwinkeligen spharischen Dreieck ABC wollen 
wir uns den rechten Winkel bei C denken, wahrend der Winkel 
A unendlich klein ist; die Formel tgi=tgccos A zeigt dann, 
dass der Unterschied zwischen & und ¢ unendlich klein von 
zweiter Ordnung ist. Hieraus folgt, dass, wenn der Bogen AB 
eines gréssten Kreises unendlich wenig bis in die Lage A,B, 
bewegt wird, die Projektionen von AA, und BB, auf AB nur 
durch Gréssen zweiter Ordnung von einander verschieden sind. 

Nun sei ABC ein beliebiges spharisches Dreieck; wir lassen 
die Seite a sich, mit Beibehaltung ihrer Lange unendlich wenig 
mit ihren Endpunkten auf den beiden anderen Seiten bewegen ; 
diese erhalten dadurch die Zunahmen dé und dc, und nach 
dem bewiesenen Satze ist db cos C + de cos B= 0; ist nun 
sin B=ksin 6, so erhalt man hieraus 


Wo as 


Vi—Wsint'b Vi—Msin'c 
eine Gleichung, deren Integral 
F (6) + F(e) = F(a) 


ist, da man fiir e=0 haben muss b= a. 
Die Gleichung hat indessen auch das Integral 


cos a=cos 4 cose+sin bsin ¢ cos A, 


liefert also das Additionstheorem. 


MULTIPLIKATION UND DIVISION DES ARGUMENTS, 


52. Durch wiederholte Anwendung der fiir die Addition 
der Argumente gefundenen Formel (30), sowie durch Benutzung 
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der Ausdriticke fiir die Abgeleiteten durch die erste Abgeleitete 
und die Funktion selbst (47), kann man nun, wenn 7 eine 
positive ganze Zahl bedeutet, 4(mz) rational durch 2(z) und 
i'(z) ausdriicken, so zwar, dass der Ausdruck die Form 


(35) A(nz) = A+ Bi (2) 


hat, wo A und B rationale Funktionen von 2(z) sind. Da 2(nz) 
die Perioden 2,:n und ,:n hat, und die Gleichung zwischen 
2'(z) und 4(z) vom zweiten Grade in der ersten ist, so folgt 
dies auch direkt aus dem in 28 bewiesenen Satze. Das Peri- 
odenparallelogramm, das zu i(z) gehért, enthalt das zu A(z) 
gehorige n’ Male. Minem Werle von 2(z) entsprechen in dem 
zugehorigen Parallelogramm zwei Werte von z und deshalb 
zwei Werte von A(nz), wahrend eimem Werte von 24(nz) 
2n* Werte von 2(z) entsprechen. Die Gleichung ist deshalb vom 
zweiten Grade in 4(mz), und vom Grade 2n’ in A(z). Ist 
ungerade, so werden die Grade auf die Halfte reduciert, denn 
beide Funktionen bleiben unveradndert, wenn man o,—z fir 
z setzt, und diese Transformation bildet zusammen mit der 
identischen Transformation eine Gruppe zweiter Ordnung (26). 

Fir die Funktionen u(z) und »(z) kann man ahniiche Be- 
trachtungen anstellen. Die Gleichungen sind bei diesen immer 
von den Graden 1 und 7’. 

Als Beispiel kénnen wir die Gleichung (n = 2) 


(1— WP (2) Ph? (22) = 4 (2) (1 —¥ (2) (1 — PH (2)) 
betrachten, die beziehungsweise von den Graden 2 und 8 ist; 
wir erkennen hieraus, dass 4(}z2), ausgedrtickt durch 2(z), 8 


Werte hat; diese lassen sich durch Quadratwurzeln bestimmen, 


denn setzen wir Z * 
VkAQ2)=y; VkA(z) =2, 


so erhalten wir die reciproke Gleichung 
yf (@— 2-8) —A(a? +a) + A(k+ kt) = 0. 


53. Andere Zerlegungen des Arguments lassen sich auf den 
Fall zuriickfiihren, wo der Divisor eine Primzahl ist; ist diese 
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eine ungerade Zahl p, so wird die Lésung durch eine Glei- 
chung vom Grade p’ bestimmt. Adel hat gezeigt, dass diese 
Gleichung sich durch Wurzelgréssen lésen lasst. Um das zu 
beweisen, wollen wir die Monodromiegruppe der Gleichung 
suchen. 


Ist eine von den Wurzeln der Gleichung (2), so lassen 


sie sich alle in der Form 


pene Ne | 
P 


schreiben wo a und 6 die Werte 0, 1, 2,...y—1 haben; wir 
wollen sie durch 7, g bezeichnen. 

Nun wollen wir annehmen, dass 2(z) einen geschlossenen 
Weg beschreibt; das kann dadurch geschehen, dass 2 eine An- 
zahl Perioden durchlaiuft, oder dadurch, dass 2 nach ,—z 
oder nach einem von den dazu homologen Punkten geht. Ist 
in dem ersten Falle die Anzahl der durchlaufenen Perioden m 
und , so geht jede Wurzel "a, B liber in 1”, apne fiir 
diese Indices ihre Reste ftir den Divisor p zu nehmen sind. 
Im ziveiten Falle hat man 


(4) =a) -altstnn)aa(etine) 


dieses Resultat stimmt tberein mit demjenigen des vorher- 
gehenden Falls, da }(f—1) eine ganze Zahl ist. 

Wir sehen also, dass, wenn 2(z) einen beliebigen geschlos- 
senen Weg durchlauft, alle Wurzeln so transformiert werden, 
dass jeder von den beiden Indices um bestimmte Zahlen ver- 
mehrt wird, so dass ftir alle Werte von « und B diese a+m 
und 6 +m werden, wo m und kleiner sind als p. Die hier- 
durch bestimmten Substitionen, deren Anzahl p’ betragt, bilden 
die Monodromiegruppe der Gleichung. Aus bekannten Siatzen 
der Substitutionstheorie folgt dann, dass die Gleichung sich auf 
Abelsche Gleichungen vom Grade p reducieren lasst, und diese 
lassen sich durch Wurzelgréssen lésen. 
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DIE INTEGRALE ZWEITER UND DRITTER ART, 


54. Wir haben gesehen, dass die drei doppelperiodischen 
Funktionen die umgekehrten Funktionen von elliptischen Inte- 
gralen erster Art sind, und wollen nun zeigen, dass die Inte- 
grale zweiter und dritter Art keine umgekehrten Funktionen 
haben kénnen, die doppelperiodisch und eindeutig sind. 
Da die drei Integrale auf derselben Riemannschen Flache ge- 
nommen worden sind, so bestimmen dieselben Querschnitte 
ihre Periodicitatsmoduln, und sie erhalten deshalb jede zwei 
von solchen, und diese sind analog denjenigen, die zum Inte- 
eral erster Art gehoren. 

Nun wird jedoch das Integral dritter Art logarithmisch 
unendlich in zwei Punkten; es erhalt also einen dritten Peri- 
odicitatsmodul von der Form 227A. Hieraus folgt dann so- 
fort nach Jacobis Satz, dass seine umgekehrte Funktion unend- 
lich viele Werte haben muss. Das Integral zweiter Art wird 
nicht logarithmisch unendlich und hat deshalb in Wirklichkeit 
nur zwei Periodicitaétsmoduln, die bei der Abbildung ein Perio- 
denparallelogramm bestimmen. Dieses muss jedoch einen 
Verzweigungspunkt enthalten; um das zu zeigen, nehmen wir 
am bequemsten das Integral 


hier fallen die Werte der Funktion unter dem Integralzeichen 
zusammen fiir 2=0, aber dieser Punkt ist kein Verzweigungs- 
2 


punkt, da sich die Funktion in seiner Nahe wie 2° verhalt; 
man hat dann in der Nahe dieses Punktes 


a 1 
poe | Sie VO (we — .)*, 


so dass in w=w, drei Blatter zusammenhangen. Wir sehen 
also, dass z mehrdeutig ist, und wir kénnen zeigen, dass die 
Wertanzahl unendlich ist; endlichen Werten von w entsprechen 
nimlich endliche Werte von z, da w nur unendlich wird fiir 
g=oco, und zwar algebraisch unendlich. Wenn 2z eine end- 
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endliche Anzahl von Werten hatte, mtisste also eine symme- 
trische Funktion von diesen eine eindeutige doppelperiodische 
Funktion sein, die nicht unendlich wiirde, und das ist, wie wir 
wissen, unméglich. 

55. Zwischen den zum Integrale » von erster Art ge- 
hérenden Perioden 2, und », und den zum Integral (w) von 
zweiter Art gehérenden Perioden 2(,) und (@,) giebt es eine 
Relation, die von Legendre gefunden worden ist. Um sie ab- 
zuleiten, wollen wir das Integral 


\w (w)'de 


betrachten, das wir in positiver Richtung lings der Begrenzung 
der einfach zusammenhingenden Flache ftihren wollen, auf die 
sich die zu A(z,k) gehérige zweiblattrige Riemannsche Flache 
durch zwei Schnitte reduciren lasst. Diese Begrenzung hat die 
Form, die wir in der Figur auf 8. 60 dargestellt haben. 

In zwei Nachbarpunkten der Kurven 1 und 2 hat A und 
deshalb auch (w)’ denselben Wert, wabrend dz verschiedene 
Vorzeichen hat. Das Integral w hat auf 2 einen Wert, der 
gieich ist demjenigen auf 1, vermehrt um den Wert des Inte- 
grals, wenn es lings 4 genommen wird; das Integral lings 
1 und 2 lasst sich deshalb zusammenziehen in 


— Jo, (w)! dz, 


genommen lings 1, und erhalt also den Wert —2o,(o,); auf 
dieselbe Weise sieht man, das der Wert des Integrals, wenn 
es langs 3 und 4 genommen wird, gleich 20,(,) ist. 

Nun k6nnen wir jedoch den Wert des Integrals auf eine 
andere Art bestimmen; da es namlich lings dem Umfange 
eines einfach zusammenhangenden Flichenstticks genommen 
wird, ist es gleich der 2a7-fachen Summe der Residuen im 
Flachensttick. Wir diirfen nicht schliessen, dass diese Summe 
Null ist, da die Begrenzung des Flachenstticks sich nicht in 
einen Punkt zusammenziehen lasst ohne die Punkte des be- 
grenzten Flachenstticks zu passieren. 

Im Verzweigungspunkte 1 verhalt w sich wie (1—z)}, (w)' 
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wie (1—z)—?. Die Funktion ist hier also endlich, und das- 
selbe gill von den tibrigen Verzweigungspunkten; es bleibt 
dann nur noch tibrig, die beiden Punkte co zu untersuchen. 
Setzen wir z=w~!, so finden wir, dass w sich in der Nahe 
von u=0, abgesehen von einem konstanten Gliede, wie + w:k 
verhalt, wahrend (w)’ sich wie + (ku)—® verhalt, wo das Vor- 
zeichen an beiden Stellen dasselbe ist. Das Produkt hat also 
in beiden Punkten das Residuum + 1:4%. Wir haben also Le- 
gendres Relation 


(36) 00, (0,) —, (@,) =Qai:k’. 


KAPITEL V. 


TRANSFORMATIONEN DER ELLIPTISCHEN INTEGRALE, 


DIE ALLGEMEINE JACOBISCHE TRANSFORMATION. 


56. Ftir ein Differential von der Form 


dy 
1 = 
(1) V¥ 


wo 
Y¥=a,ly—a)(y—4)(y—)y—9), 


hat Jacobi (Fundamenta nova, Berlin 1829) sich die Aufgabe 
gestellt, zwei ganze Funktionen von x, U und V, beide vom 
Grade p, oder die eine vom Grade p, die andere vom Grade 
p—1, so zu bestimmen, dass das Differential durch die Sub- 
stitution y= U: V in ein neues Differential von derselben Form 
tibergeht. Wir setzen voraus, dass U und V keinen gemein- 
schaftlichen Faktor haben und sagen dann, dass die Sudstitu- 
tion vom Grade p ist. 
Das transformierte Differential wird 


5 (VU'—UV'\dex 
Y Va, (U—aV)(U—bV)(U—cV)(U—dV) 
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Zerlegen wir die Faktoren unter dem Wurzelzeichen in 
Faktoren ersten Grades, so kiénnen nur vier von diesen ein- 
zeln vorkommen, wahrend die tibrigen paarweise vorkommen 
miissen, so dass man sie vor das Wurzelzeichen bringen kann. 
Da U und V keinen gemeinschaftlichen Faktor haben, so 
kénnen zwei von den Faktoren unter dem Wurzelzeichen auch 
keinen solechen haben, und ein vorkommender quadratischer 
Fakltor muss sich deshalb in einem von den vier Faktoren 
finden. Ein Faktor, der sich zweimal z. B. in U—aV findet, 
wird einmal im Zahler vorkommen, da 


V ie U | FAs = V( Oi a Vy — v'(U— a vale 


Diese Faktoren lassen sich also durch Verktirzen entfernen. 
Da die Grésse unter dem Wurzelzeichen vom Grade 4p ist, 
so muss das Produkt aus den quadratischen Faktoren vom 
Grade 4p —4 sein, und der Faktor, der durch Verktirzen ent- 
fernt wird, vom Grade 2»—2. Von diesem Grade ist jedoch 
auch der Zihler, da das Glied vom héchsten Grade dasselbe 
ist in VU' wie in UV’, wenn U und V beide vom pten Grade 
sind. Das transformierte Differential ist also von derselben 
Form wie das ursprtingliche. 


TRANSFORMATIONEN ERSTEN GRADES, 
57. Die allgemeinste Form solcher Transformationen ist 


mM+naze 
: = 3 —= = es 
(3) 1 aoe mn,—nm, Dz20. 
Mit Hilfe dieser erhalt man, nachdem die Brtiche fort- 


geschafft sind, 
dy Ddz 


4 a pans 

% YY" Ve 

wo X ein Polynom vom vierten Grade bedeutet, in dem der 
y—a entsprechende Faktor 


m+nx—a(m, +n, 2x) 
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ist; dieser wird Null ftir 


(5) SN LLG 
an,—_n 


Die vier Nullpunkte werden also derselben linearen Trans- 
formation unterworfen, und das bringt wie bekannt mit sich, 
dass das Doppelverhaltniss unverandert bleibt, wahrend wir 
im tbrigen, da wir tber drei Konstanten zu disponieren haben, 
die neuen Nullpunkte dahinbringen kénnen drei Bedingungen 
zu genugen. 

Wir wollen nun im besonderen die Transformationen in die 
gewohnlich angewandten Normalformen betrachten. 

58. In der Riemannschen Normalform sind die Nullpunkte 


0, 1, co und 2 lassen wir diese der Reihe nach a, 6, c, d 


entsprechen, und verstehen wir unter dem Doppelverhaltnis 
dieser, wenn sie in der angegebenen Reihenfolge genommen 
werden, 

a—b e—b 

a—d-° e—da’ 


so ist das Doppelverhaltnis der vier neuen Punkte eben 2. 
Dadurch ist also 2 eindeutig bestimmt, wenn die Wurzeln in 
Y =O bekannt sind und in einer bestimmten Reihenfolge be- 
nutzt werden; durch Veranderung dieser Reihenfolge kénnen wir 
wie bekannt im ganzen 6 von einander linear abhingige Werte 
von 2 erhalten, und 2 muss sich also, wenn nur die Koeffi- 
cienten in Y gegeben sind, durch eine Gleichung 6ten Grades 
bestimmen lassen. Um diese bilden zu kénnen, mtissen wir 
einige Bemerkungen vorausschicken, die der Theorie der Inva- 
rianten entnommen sind. 
59. Wenn wir in eine Form von nter Ordnung 


n n(n—1 a 3 
a Yt + puyl ys i. Me? Ye ty +... + Ont 


die Werte 
Y, = 48, + B23 Y,= 7%, + Oe, 
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einsetzen, wo die Substitutionsdeterminante «d — By nicht Null 
ist, so geht die Form tiber in eine neue Form xter Ordnung: 


n 


b,x, + i 


bet — ha ER ner 

Nun giebt es gewisse ganze Funktionen der Koefficienten 
a (darunter sind a,, @,, @,... Zu verstehen), die, wenn diese 
mit den entsprechenden 6 vertauscht werden, nur mit einer 
Potenz der Substitutionsdeterminante multipliciert werden. 

In diesen Funktionen, den sogenannten IJnvarianten, sind 
alle Glieder von demselben Grade in den Koefficienten (dem 
Grade der Invariante), und alle Glieder haben dieselbe Index- 
summe (Gewicht der Invariante). Das Gewicht ist eben der 
Exponent derjenigen Potenz der Determinante, mit der die 
Invariante bei der Transformation miultipliciert wird. Aus den 
ganzen Invarianten lassen sich gebrochene bilden, bei denen 
Zaihler und Nenner dasselbe Gewicht haben; diese bleiben voll- 
kommen unverindert bei den linearen Transformationen und 
heissen absolute Invarianten. 

Die Form 4ter Ordnung hat die beiden Invarianten 


a a, a, 

= De = 

J, = 9,4, +44,0,+ 303; 9,=|a, a, a,|- 
a, a, a, 


Aus diesen bildet man die Diskriminante 


A=g9,—279', 


und die absolute Invariante 


60. Nun kénnen wir leicht die gesuchte Gleichung in 2 
bilden. Bringen wir die Funktion unter dem Wurzelzeichen 
im fiemannschen Integral auf homogene Form, so erhalten wir 


4,2, (x, at «,) (x, oa i.a,) ; 
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da diese Form entsteht, wenn Y linear transformiert und auf 
homogene Form gebracht wird, so muss die absolute Invariante 
in den beiden Fallen dieselbe sein, und wir brauchen nur die- 
jenige ftir den obenstehenden Ausdruck zu berechnen, um die 
Gleichung zwischen 4 und J zu erhalten. Dadurch erhalten wir 


(6) AP 4 1h = 97 P(t ay 7, 


eine Gleichung, die wir schon friither behandelt haben (S. 37—38). 
Wir sehen also, dass alle elliptischen Integrale erster Art, 
fiir welche der absolute Invariante denselben Wert hat, zu der- 
selben (sechsfachen) Riemannschen Normalform fiihren, ab- 
gesehen von einem konstanten Faktor. 
Um die Legendresche Normalform zu bilden, lassen wir 


a, 6, c, d der Reihe nach 1, —1, k—1!, —A—' entsprechen; 
daraus erhalten wir 
Ak 
ve = ~7—;;3 
2) (1+) 


setzen wir diesen Ausdruck in die voranstehende Gleichung ein, 
so ergiebt sich 


(8) (4 +144? + 1) = 108 (1 — 2). 


Weierstrass will unter dem Wurzelzeichen einen Ausdruck 
haben, der unter homogener Form dargestellt wird durch 


Aa? x,—Ax,x;— Bx}. 


Hier wird also von den neuen Nullpunkten verlangt, dass 
der eine auf co fallt, wahrend die drei tbrigen die Summe 
Null haben und der Koefficient des ersten Gliedes 4 ist. Hierzu 
fiigen wir die Bedingung, dass die Substitutionsdeterminante 
1 sein soll, so das g, und g, bei der Transformation nicht ver- 
4Andert werden; wir haben 


t= et YC Bet aed tet aA 
d—a,— 0; ¢,=1; 4,=— 44; a,=—B8; 


also g,= A; g,= 6; mithin erhalten wir unter dem Wurzel- 
zeichen 
(9) 4a? — 9,2—Y,. 
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61. Bei der allgemeinen linearen Transformation haben 


wir .die Gleichung 
dy Ddx 


Vi ie 


gebildet. 

Die zu VY gehirige Riemannsche Fliche ist in diejenige 
transformiert, die zu /X gehért; die beiden Flachen werden, 
da die Transformation linear ist, einander Punkt ftir Punkt 
entsprechen, und namentlich wird eine geschlossene Kurve, die 
in der einen Flache ein Flachenstiick nicht allein begrenzt, in 
der anderen Fliche einer Kurve von derselben Eigenschaft 
entsprechen. Wenn wir die beiden Differentiale, jedes lings 
seiner von den beiden Kurven, integrieren, so zeigt die Glei- 
chung, dass die Elemente der Integrale bestiéindig paarweise 
gleich gross sind; die beiden Integralen mtissen also denselben 
Wert erhalten. Die durchlaufenen Wege sind indessen Perioden- 
wege, und die beiden Integrale erhalten also dieselben Periodi- 
citiitsmoduln. Da sich nun zwei beliebige Funktionen vierten 
Grades aus einander durch eine lineare Transformation bilden 
lassen, wenn sie dieselbe absolute Invariante haben, so haben 
die beiden Integrale von der Form (1), wenn die Funktionen 
dieselben J haben, Periodicitétsmoduln, die nur durch den Faktor 
D verschieden sind. Dass Periodenverhiltnis wird von diesem 
Faktor unabhangig und daher von /allein abhiangig. Das stimmt 
zu dem Umstande, dass wir bei der Betrachtung von 7(z) eine 
Gleichung zwischen qg und & gebildet haben. 


TRANSFORMATIONEN ZWEITEN GRADES, 


62. Ist die Transformation vom zweiten Grade, so miissen 
zwei Faktoren zweiten Grades sich vor das Wurzelzeichen 
bringen lassen; das wird erreicht, wenn man 


10 ya _ (easy 
Att) y—b mM, +n, x 
setzt. 
Wenn man hier die Quadratwurzel auszieht und differen- 


tiiert, so erhalt man, wenn D=mn,—nm,, 
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7 (a—b) dy WED. 
; 2(y—)Vy—ay—B  (m, +n, 0)" 
es ist aber 
(a—b) (m, + 0,2) 
Yy—b= 2 : : 29 
(m,+ n, 2) —(m + na) 
folglich 


Ul) aa 2Ddz 
Vy—ay—)) (m,+n,2)!"—(m $02)" 


Der Nenner des letzten Bruches dient dazu, den Nenner in 
(y—e)(y— 4) fortzuschaffen; wir erhalten also, wenn wir a,=1 
setzen, 

dy _ 2Ddax 
VY  V{(a—c) (m,+n,x)— (bc) (m+nx)'] [ (a—d) (m,+n,x)'—-(b—d) (m+ne)'] 


Die neuen Nullpunkte werden bestimmt durch 
MENG _ aayees ees 
Mm,+n,x c Se b—d 
Wollen wir Legendres Normalform haben, so kénnen wir 


m==n,=0, m,=1 setzen, und die beiden ersten Nullpunkte 
+1 und —1 sein lassen; dadurch erhalten wir 


(if) 2= = B= ae ea 53 9 = 4V—D 00). 

Hier erhalten wir #* ausgedriickt als eines von den Doppel- 
verhaltnissen der vier Nullpunkte; das stimmt nicht zu dem 
Ausdruck, den wir durch die lineare Transformation erhielten, 
was darin liegt, dass der Multiplikator in den beiden Fallen 
verschieden ist. 


ABELS TRANSFORMATIONSPROBLEM, 
63. Setzen wir 
dy : da 
gVA—yY)\d—kyY) Via) (1-2) 
und lassen wir y=y, einem «=O entsprechen, so bestimmt 


diese Gleichung y als Funktion von x. Diese Funktion wird 
20 


(12) 
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in der Regel transcendent sein, aber in besonderen Fallen kann 
sie algebraisch sein, und Adel hat sich die Aufgabe gestellt, 
diese Falle zu finden. In der Differentialgleichung ist dann k 
als gegeben zu betrachten, wiihrend man solche Werte fur g, 
und &, sucht, fiir welche die Gleichung ein algebraisches Inte- 
gral hat. 

Bezeichnen wir die Wurzelgréssen beziehungsweise mit 
A,(y) und A(x), und setzen wir 


Yo @ 


dy — dx 


(13) — =O, \-- =< 
IO,1Y) A(x) 

vo 

so erhalten wir, wenn Multiplikator und Modulus in der Funk- 

tionsbezeichnung angegeben werden, 


(14) eC ee) Pe pre Ps ar ao pe 2) 


Soll nun zwischen « und y eine algebraische Relation 
bestehen, so muss einem Werte von jeder dieser Gréssen 
eine endliche Anzahl von Werten der anderen entsprechen, 
und in 25 haben wir gesehen, dass hierfiir als notwendige und 
ausreichende Bedingung erforderlich ist, dass die beiden Funk- 
tionen ein gemeinschaftliches Periodenparallelogramm haben. 
Hat dieses die Perioden 28, und 8,, wahrend # und y bezie- 
hungsweise die primitiven Periodenpaare (2,,,) und (2 / , a’) 
haben, so muss es also Gleichungen von der Form 


22, =2a0,+bo,; 2,=2a,o, + b,0, 


geben, wo die Koefficienten ganze Zahlen sind. WN sei die 
Determinante a/,—a,6. Fur das zu y gehérende Periodenpaar 
gelten analoge Gleichungen mit der Determinante N.. 

Lésen wir die beiden Gleichungen und die analogen mit 
Bezug auf 2,,,, 20/,;, so erhalten wir diese Gréssen linear 
ausgedriickt durch die gemeinschaftlichen Perioden mit Koef- 
ficienten, die Brtiche sind mit den Nennern N und N,. Ist 
M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von diesen, und 
setzen wir 
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22,= M-22; 2,.=M-z, 


dann lassen sich die zu x und y gehérenden Perioden linear 
mit ganzen Koefficienten durch 2¢, und ¢, ausdriicken. Diese 
bestimmen ein Parallelogramm, das gemeinschaftliches Maass 
fir diejenigen ist, die zu x und y gehdéren; giebt es ein grés- 
seres Parallelogramm mit derselben Eigenschaft, so wollen wir 
unter 2e, und «, dessen Seiten verstehen, und unter 2(z, «, ¢,) 
die doppelperiodische Funktion, die dieses als primitives Perioden- 
parallelogramm hat; diese Funktion ist mit ~ verbunden durch 
eine algebraische Gleichung, die mit Bezug auf sie vom zweiten 
Grade ist; die Funktion hat die Nullpunkte 0 und «,; wir er- 
halten also eine gerade Funktion, wenn wir z+ <, fiir 2 setzen; 
auf dieselbe Weise bilden wir aus «x eine gerade Funktion, 
wenn wir z+ 40, fiir 2zsetzen; wir haben gesehen, dass zwischen 
diesen beiden Funktionen eine Gleichung existiert, die mit 
Bezug auf die erste vom ersten Grade ist; vertauschen wir in 


dieser Gleichung 2 mit e—4o,, und setzen wir 


1 2 ee 
A(e+ 5&— 5%, fy é)= u, 
so haben wir in wu eine doppelperiodische Funktion, die sich ratio- 
nal durch « ausdrticken lasst; auf dieselbe Weise sehen wir, dass 
Uy 
vah(et+ at 22,— $0, > oy é,) 


sich rational durch y ausdrtcken lasst. 
Setzen wir nun 


2+ 3(4—o) =o; a+ 3(4—o,) =8, 
so haben wir 
u=A4(C); v=2(5+68), 
wo die Perioden in beiden Fallen 2¢,,¢, sind; durch diese sind 
Multiplikator und Modul bestimmt; diese seien g, und *,. Setzen 
wir mit Beibehaltung der Perioden 2(8)=h, so liefert das 
Additionstheorem 


o(it—kBihw)=upA, (rh) +ha,(w; 


daraus ergiebt sich die Form der Relation zwischen « und y. 


20* 
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Die Gleichung zeigt, dass die Funktion v, die eine rationale 
Funktion von y ist, sich rational ausdrticken lasst durch «x 
und die Quadratwurzel aus einem ganzen Polynom in 2. 

Wir haben also gezeigt, dass, wenn die Aufgabe Lésungen 
hat, rationale Transformationen existieren mtissen, welche die 
Gleichungen 


du 7 da d v 


au 1 Sav dy 
WO,(U) Ala)’ g,d,(v 


) 9.0, (Y) 
identisch machen; in der ersten von diesen ist dann & gegeben, 
wahrend &, und g, gesucht werden; durch diese mitissen dann 
g, und k, aus der zweiten Gleichung bestimmt werden; wir 
haben hier also dieselbe Aufgabe, die wir stellten, aber in einer 
wesentlich einfacheren Form, da wir es nur mit rationalen 
Lésungen zu thun haben. Unter dem Transformationsproblem 
versteht man in der Regel diese specielle Aufgabe; sie ist 
ungefaihr gleichzeitig von Abel und Jacobi gelést worden. 

64. Indem wir zu den ursprtinglichen Bezeichnungen 7u- 
riickkehren, nehmen wir also an, dass wir haben: 


(15) y=A1(2+ap9,, h,)3 © =A(2, 1,2), 
wo y eine rationale Funktion von «x ist; das erfordert, dass 


20,=2a0 +bo,; o,=2a,o0, + b,0), 


wo a, b, a,, 6, ganze Zahlen sind. 

Kinem Werte von «x entsprechen zwei Werte von z, nim- 
lich z und »,—z; diesen soll derselbe Wert von y entsprechen, 
so dass 

A(z+ a) =1(0,+ 2a—(z+a)), 


wo die Perioden 2/ und o} sind. Das erfordert, 


Uy 


a=—(a—1) — dF +po;+q 


os 
9 b] 
wo p und q willktirliche ganze Zahlen sind. Ist diese Be- 
dingung erfillt, so liefert ein Wert von w nur einen Wert 
von y; y ist also eine rationale Funktion von w. Die Glei- 
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chung ist in y vom Grade a6,—ba,, wodurch der Grad der 
Transformation angegeben wird. 

65. Ist y= (zx) die gesuchte rationale Gleichung, so muss 
g(x) ausser von # von den in der Differentialgleichung ent- 
haltenen Konstanten abhangig sein, und solche Transforma- 
tionen der Differentialgleichung, die das Problem nicht ver- 
andern, mtissen, an der rationalen Lésung ausgefiihrt, diese 
entweder unverandert lassen, oder neue Lésungen geben. Hier 
kénnen wir uns merken: 

ké und k, kénnen mit —k und —k, vertauscht werden. 

Zwei von den Gréssen x, y und g kénnen gleichzeitig das 
Vorzeichen wechseln. 

x lasst sich mit ae oder y mit mies vertauschen. 

ey ky 


x! 


y ladsst sich mit k,y vertauschen, wenn g, erst mit g, &, 


und &, mit S vertauscht wird; die verschiedenen Werte von 
1 

k,, die einem gegebenen *& entsprechen, sind deshalb paarweise 

reciprok. 

Wir unterscheiden nun zwischen 4 Fallen: 

1. a ungerade, b gerade. Man erhalt a=p'o;+ $¢,0,, 
wo p, und q, ganze Zahlen bedeuten. @ erhalt also, abgesehen 
von ganzen Perioden, die vier Werte 0, w{, 4), $o/+ 0. 
Die beiden ersten erteilen y Werte, die gleichgross mit ent- 
gegengesetzten Zeichen sind, und dasselbe ist mit den beiden 
letzten der Fall. Endlich wird der dritte aus dem ersten durch 


die Substitution G abgeleitet (42); wir haben hier also nur 
vu, | 


die Gleichung «=O zu betrachten. 

2. a gerade, b ungerade. a=4(2p,+1)o/+1(2¢,4+1)o,; 
=+4/++4); man braucht nur eine von den Lésungen zu 
betrachten, da die tibrigen daraus abgeleitet werden durch die 


a tea 1 
Substitutionen —y und + a 

3. a und b ungerade. Dieser Fall lasst sich auf den vorher- 
gehenden dadurch zurtickfiihren, dass man statt des primi- 


tiven Periodenpaares (2/, ;) das andere primitive Paar 
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(2m/, 2o/+;) nimmt; dadurch wir a mit a—d vertauscht, 
und dies ist eine gerade Zahl. 
4. a und b gerade. a=4(Qp,+ 1); + 49,0); die vier 


Werte sind +4o{ und +4; +4); von diesen braucht man 
nur $@/ zu betrachten. 
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66. Hier kann der vierte Fall nicht eintreten, da wir 
ab,—ba,=1 haben; da der dritte auf den zweiten reduciert 
wird, haben wir also von wesenllich verschiedenen Fallen nur 
1 und 2 zu betrachten. 

1. a ungerade, 4 gerade, a=0; 6, muss ungerade sein; 
wir setzen dann a=2y+1, b=26, b.=28 +1, und haben 
o, = (27+ 1); +8); o,=2a,m;) + (28, + 1) 0. 

Hieraus erkennt man, dass die beiden Funktionen « und 
y dieselben Nullpunkte und Pole haben, so dass ihr Verhéltnis 
eine Konstante ist; diese und die entsprechenden Werte von 
g, wad k, bestimmt man leicht durch Einsetzen in die Differen- 
tialgleichung. 

2. Ist w gerade und 4 ungerade, so benutzt man am ein- 
fachsten das direkte Kinsetzen. Da die Gleichung vom ersten 
Grade in « sein muss, so hat sie die Form 


m+na 
a Y = ——_- 
; mM, + nx 


Kins von den Doppelverhaltnissen zwischen den vier Null- 
punkten in X ist z. B. 


wo sich statt 4 jedes andere von den 6 Doppelverhiltnissen 
setzen lasst. 
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Haben wir eins von diesen gewahlt, so ist dadurch be- 
stimmt, wie die Nullpunkte in X und Y einander entsprechen, 
und dadurch werden dann die Koefficienten im Ausdruck fiir 
y bestimmt. 

Wahlen wir z. B. das Doppelverhdltnis 


2 (L+4y 

(ee ee 

so erhalten wir ae 
L+Vk 


Hierdurch sind die Nullpunkte als einander paarweise 


entsprechend bestimmt; es entsprechen sich namlich = und 1, 


i 1 1 
—i1 und muy 1 und —1, a und as 


1 1 


Hieraus erhalt man 

m—n km —n _ 
m,—n, km—n, 
ak Ve+1 1—aVk 

d Viet eee 


m+m,=—n—n,; k(m—m,) =n, —n; : 


(17) 


Bei Bestimmung des Multiplikators kann man «= 0 setzen; 
man findet 


(18) g,= £457(1—A). 


TRANSFORMATIONEN HOHEREN GRADES. 


67. Ist die Transformation vom Grade n, so haben wir 
ab,— ba, =n, wodurch ausgedriickt wird, dass der Inhalt des 
Parallelogramms (2,, ,) m-mal so gross ist als der Inhalt 
von (2m;, ;); wir erhalten jedoch denselben Wert der Deter- 
minante, wenn wir 


oy ae ’ 
40, = 20,; 0,—= 10, 


setzen, und wir haben frither gezeigt, dass zwei demselben 
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Netz angehérenden Parallelogramme von demselben Inhalt sich 
in einander tiberfiihren lassen durch eine Transformation mit 
der Determinante 1. Wir kénnen also, wenn wir eine Trans- 
formation ersten Grades ausfiihren, die Aufgabe auf die fol- 
gende reducieren: 

Die Funktion 2(z,,) mit den Perioden 20, und w, durch 
die Funktion 2(2,n,) mit den Perioden 20, und no, aus- 
zudriicken. 

Wir wollen voraussetzen!, dass ” eine ungerade Zahl ist; 
dann hat man 


(19) 2.(2, 0,) = ATI1(z+ qo,, no,), 


wo g die Werte von —4(n—1) bis 4(n—1), diese beiden mit- 
gerechnet, haben soll, und wo aA eine Konstante bedeutet ; 
man sieht némlich sofort, dass die beiden Funktionen dieselben 
Nullpunkte und Pole haben. 

Aus dem Additionstheorem fiir 2(z) ergiebt sich leicht die 
Formel R * 
(20) Met+iie—)=, ws . - SEO 

Man kann diese Formel benutzen um die Faktoren in (19) 
paarweise zusammenzuziehen, niéimlich solche, die gleich grossen 
Werten von g mit entgegengesetzten Vorzeichen entsprechen, 
waihrend der Wert, der ¢=0 entspricht, stehen bleibt. Das 
Resultat ist also ein rationaler Ausdruck in 2(z,,), in dem 
der Zihler vom Grade n, der Nenner vom Grade n—1 ist. 

Um die Konstante A zu bestimmen, hat man zu beachten, 
dass (19) auch gilt, wenn man 9, fir 4 setzt, da die Funk- 
tionen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens denselben 
Periodicitatsbedingungen gentigen und dieselben Nullpunkte 
haben. Geht man auf gewéhnliche Weise tiber zu einer von 
den anderen 6-Funktionen, so wird die Gleichung nur dadurch 
verandert, dass eine von diesen an die Stelle von 0, kommt; 
namentlich aber wird der konstante Faktor nicht veradndert. 
Durch Division der so erhaltenen Gleichungen, némlich der- 
jenigen, die fiir @, und @ gelten, und durch Benutzung der 
ersten Formel (3) findet man dann 
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(21) A=Vk*:Vh,, 


wo k der gegebene, k, der gesuchte Modulus ist. Setzt man 
in (19) z=4o,, und beachtet man, dass 


A(z + 3o,) =“(z):9(2); A(5o,) =1, 
so findet man 
Vie, = Vw (2) 
¥(q@,) 

Das Produkt 7 lasst sich als Funktion von & bestimmen 
durch eine algebraische Gleichung, die sogenannte Modular- 
gleichung. 

Wir wollen diese Untersuchungen jedoch nicht weiter fort- 
setzen, da das Entwickelte gentigt, um die Méglichkeit der 
Lésung des Adelschen Transformationsproblems und die Me- 
thoden, die dabei zur Anwendung kommen, zu zeigen. Eine 
detaillierte Durchftithrung findet sich in Adéels gesammelten 
Werken und in dem oben genannten Werk von Sriot und 
Bouquet. 


KAPTTEL VI. 


DIE ELLIPTISCHEN MODULFUNKTIONEN. 


DIE SCHWARZSCHEN S-FUNKTIONEN, 


Wir haben S. 213 die hypergeometrische Reihe erwahnt, 
in der wir zw als die Variable, a, 8 und y als beliebige Para- 
meter betrachten; wir haben gesehen, dass sie einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung gentigt, und dass das 
Verhaltnis s zwischen zwei beliebigen von den partikularen 
Integralen dieser Gleichung bestimmt wird durch die Gleichung 
dritter Ordnung (wo wir z statt a gesetzt haben) 


(1) (8 27 = 21, 


wo I die zur Gteichung zweiter Ordnung gehérende Invariante 
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bedeutet. Die Gleichung (1) hat die Eigenschaft, dass ihr all- 
gemeines Integral sich als eine lineare Funktion eines belie- 
bigen partikuldren Integrals darstellen lasst; die verschiedenen 
Zweige der durch die Gleichung definierten Funktion werden 
also durch lineare Transformationen in einander tibergeftihrt. 
Jeder yon den Werten der Funktion bildet die Halbebene ab auf 
einem Kreisbogendreieck mit bestimmten, von den Parametern 
abhingigen Winkeln, deren Scheitelpunkte den drei singu- 
laren Punkten 0, 1 und co der Funktion entsprechen. Die 
Differentialgleichung definiert unendlich viele specielle Funk- 
tionen, entsprechend den verschiedenen Werten der Parameter; 
diese heissen Dreiechsfunktionen oder Schwaresche s- Funktionen. 

69. Bildet man durch einen der Funktionswerte die eine 
Halbebene auf einem Kreisbogendreieck ab, so wird dessen 
Spiegelbild in einer von seinen Seiten das Bild der anderen 
Halbene; welche Seite die beiden Dreiecke gemeinsam haben, 
ist davon abhiingig, welches von den drei, durch die Verzwei- 
gungspunkte bestimmten Stticken der reellen Axe man passiert, 
wenn man von der einen Halbebene zu der anderen geht; 
wir schraffieren wie frtiher das eine von den beiden Dreiecken; 
ein schraffiertes und ein nicht schraffiertes Dreieck bilden dann 
zusammen das Bild der ganzen Ebene, d. h. eines Blattes in 
der Riemannschen Flache der s-Funktion. Durch fortgesetzte 
Spiegelung in den Dreiecksseiten erhalt man Bilder der tibrigen 
Blatter. 

Die Bedingung daftir, dass die s-Funktion algebraisch ist, 
besteht darin, dass man durch fortgesetzte Spiegelung nur eine 
endliche Anzahl von Dreiecken erhalten kann.  Hierfiir haben 
wir ein Beispiel gesehen in der Gleichung auf S$. 37, die 6 schraf- 
fierte und 6 nicht schraffierte Dreiecke bestimmt, in Uberein- 
stimmung damit, dass die Funktion durch eine Gleichung sechsten 
Grades bestimmt wird. Jede von den Wurzeln dieser Gleichung 
ist eine lineare Funktion von jeder der tibrigen, und jede von 
den linearen Transformationen, die eine Wurzel in eine andere 
uberftihrt, fiihrt auch ein Dreieckspaar tiber in eins von den 
ubrigen. 

Die erwahnte Gleichung bestimmt eben das Doppeltverhiltnis 


DIE ELLIPTISCHEN MODULFUNKTIONEN. 315 


durch die absolute Invariante, und das erste ist also eine alge- 
braische s-Funktion der letzten. Die Dreieckswinkel sind } a, 
4a und 4a, entsprechend dem Umstande, dass in den Ver- 
zweigungspunkten beziehungsweise zwei, zwei und drei Blatter 
zusammenhangen. Ein anderes Beispiel fiir algebraische s-Funk- 
tionen haben wir in Vk als Funktion von J; hier ist die Glei- 
chung vom Grade 24 und dic Winkel sind $2, 4a und ia; 
ferner in /k als Funktion von 2, wo die Gleichung vom vierten 
Grade ist und die Winkel alle $a sind’). 

70. Wir wollen uns nur mit solchen s-Funktionen be- 
schaftigen, deren umgekehrte Funktionen eindeutige Funktionen 
sind. Die Bedingung hierftir besteht darin, dass die durch 
Spiegelung gebildeten Dreiecke an keinem Punkte die Ebene 
mehr als einmal tiberdecken. Da ein Dreieck in seinem Innern 
keinen Verzweigungspunkt hat, und die Dreiecke, die um einen 
gemeinsamen Eckpunkt herumliegen, abwechselnd  schraffiert 
und weiss sind, so dass ihre Anzahl gerade ist, so ist hierfiir 
erforderlich, dass jeder Winkel des Dreiecks ein Submultiplum 
von x ist. Hierzu muss man jedoch den Fall rechnen, dass 
ein Winkel Null sein kann; in dem entsprechenden Verzweigtings- 
punkt hangen dann unendlich viele blatter zusammen, und die 
Funktion ist notwendig transcendent; wir haben frtiher (S. 212) 
erwahnt, dass in der Reihenentwickelung einer Funktion von 
einem Verzweigungspunkt aus, in dessen Bild sich die beiden 
Kreisbogen bertihren, Logarithmen vorkommen. 

Die Winkel der Dreiecke haben wir mit Az, ux und oa 
bezeichnet und gesehen, dass die nolwendige Bedingung dafiir, 
dass die umgekehrte Funktion eindeutig ist, darin besteht, dass 
2, » und », so weit sie nicht Null sind, Briiche mit dem Zahler 
1 sind. Die reciproken Werte von 4, mw, » mtissen also ganze 
Zahlen sein; wir wollen sie mit 4,, ,, », bezeichnen. 

Nun teilen wir die Dreiecksfunktionen in Funktionen evster, 
zweiter und dritter Art, je nachdem 


(2) a ee 


1) Felix Klein, Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 
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Im ersten Falle ergeben sich, wie man leicht nachweist, 
keine andere Lésungen als (x positiv und gerade) 


9 O-n; 2.3, 393. 2a eae 2a. Ds 


Diese stehen alle in naher Verbindung mit den _ regel- 
miissigen Kérpern; die Dreiecke lassen sich niémlich durch eine 
passende stereographische Projektion so auf die Kugel tiber- 
tragen, dass die Seiten Bogen grésster Kreise werden; die Drei- 
ecke werden dann abwechselnd kongruent und symmetrisch 
und bestimmen eine regelmissige KEinteilung der Kugelober- 
fliche2). Schwarz hat zuerst in einer bertihmten Abhandlung 
(Crelles Journal, Bd. 75) gezeigt, dass hierdurch alle diejenigen 
s-Funktionen bestimmt sind, deren umgekehrte Funktionen 
rationale Funktionen sind. 

71. Im zweiten Falle sind die Dreiecksseiten Geraden oder 
Teile von Kreisen, die durch denselben Punkt gehen. Die L6- 


sungen sind 
5 mene Oped ee . 
B23, OF 2a arora post cea ec 


Nimmt man die Dreiecksseiten gerade, so erhilt man die 
Ebene genau einmal tiberdeckt, aber da hierzu unendlich viele 
Dreiecke benutzt werden, so ist die umgekehrte eindeutige Funk- 
lion transcendent. In der Néihe des unendlich fernen Punktes 
erhalt die Funktion alle Werte unendlich viele Male. 

72. Im dritten Falle kénnen wir uns denken, was sich 
durch eine lineare Transformation erreichen lisst, dass zwei 
von den Seiten gerade Linien sind; sind diese AB und AC, 
so muss BC, da die Winkelsumme kleiner ist als 2, Bogen 
eines Kreises sein, der A nicht umschliesst, so dass wir von 
A reelle Tangenten an den Kreis ziehen kénnen. Ein Kreis 
mit A als Mittelpunkt und der Tangente als Radius schneidet 
die drei Seiten des Dreiecks unter rechten Winkeln; da dieses 
Verhaltnis durch lineare Transformation nicht verdndert wird, 
sehen wir also, dass bei einem jeden zu einer Funktion dritter 
Art gehérenden Dreieck ein ftir die Seiten gemeinsamer, reeller 


1) Felix Klein: Das Ikosaeder. 
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Orthogonalkreis existiert. Dieser Kreis hat gewisse Eigen- 
schaften, die von grosser Bedeutung fiir die folgende Unter- 
suchung sind: 

Bei jeder Spiegelung des Dreiecks in einer von seinen Seiten 
bleibt der Orthogonalkreis liegen. 

Spiegeln wir in der Seite AB, und hat diese den Mittel- 
punkt O, so bleiben ihre Schnittpunkte mit dem Orthogonal- 
kreise liegen, wahrend der Orthogonaikreis fortfahren muss die 
von O an diese Punkte gezogenen Radien zu bertihren. Da 
der Orthogonalkreis dadurch eindeutig bestimmt ist, so muss 
er bei der Spiegelung unverandert bleiben. 

Dass Dreieck muss ganz innerhalb oder ganz ausserhalb 
des Orthogonalkreises liegen. 

In dem betrachteten besonderen Falle fiel das Dreieck 
ganz innerhalb des Kreises; alle tibrigen hiervon wesentlich 
verschiedenen F alle lassen sich durch Inversion )pilden (da 
Drehung u. s. w. das untersuchte Verhialtnis nicht verindern) ; 
nun wird bei einer Inversion das Innere eines Kreises ent- 
weder als das Innere oder das Aussere eines Kreises abgebildet, 
und daraus folgt dann der Satz. 

Da das eine Verhaltnis in das andere durch eine Inversion 
tbergefitihrt werden kann, so wollen wir voraussetzen, dass 
das Dreieck, von dem wir ausgehen, innerhalb des Orthogo- 
nalkreises liegt; dies muss dann auch dauernd der Fall sein 
mit den neuen durch Spiegelung gebildeten Dreiecken, da das 
Inversionscentrum bestandig der Schnittpunkt fiir zwei Tan- 
genten des Orthogonalkreises ist und deshalb ausserhalb dieses 
Kreises liegt. Ist einer von den Winkeln des Dreiecks Null, 
so liegt sein Scheitelpunkt auf der Peripherie des Orthogonal- 
kreises. 

Aus diesen Satzen folgt nun, dass man nicht durch Fort- 
setzung des Verfahrens tiber die Peripherie des festen Ortho- 
gonalkreises hinaus kommen kann. Je mehr man sich dieser 
niihert, desto kleiner werden die Dreiecke, und in der Nahe 
eines Punktes der Peripherie giebt es unendlich viele unendlich 
kleine Dreiecke; alle diese Punkte werden deshalb wesentlich 
singulare Punkte fiir die umgekehrte eindeutige Funktion, und 
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die Peripherie bildet die natiirliche Grenze ftir diese. Der Leser 
mége versuchen eine hierzu gehérige Figur fiir die Zahlen 
2, 3 und 7 zu zeichnen. Der Einfachheit wegen kann man 
die beiden Seiten, die den Winkel 4+ einschliessen, als gerade 
Linien nehmen. 


DAS PERIODENVERHALTNIS ALS DREIECKSFUNKTION, 


73. Wir haben durch die Parameter der elliptischen Funk- 
tionen die algebraischen s-Funktionen kennen gelernt und 
werden nun sehen, das wir im Periodenverhaltnis, genommen 
als Funktion eines der Parameter, eine transcendente Funktion 
dritter Art haben. Die umgekehrten eindeutigen Funktionen 
heissen in dem hier erwihnten Falle elliptische Modulfunk- 
tionen, denn unter Modulfunktionen im allgemeinen werden 
solehe verstanden, die unveriindert bleiben bei einer endlichen 
oder unendlichen Gruppe von linearen Transformationen ihrer 
unabhangig Variablen. 

Sereits Legendre hat bemerkt, dass die Perioden eines 
elliptischen Integrals einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gentigen. Die Beweise, die ftir diesen Satz gegeben 
sind, sind ziemlich verwickelter Natur; wir wollen hier einen 
sehr einfachen Beweis geben, wobei wir das Periodenverhiltnis 
als Funktion des Doppelverhiltnisses betrachten. 

Wir setzen 

Vz(i—z)(1—iz)=0 


und differentiieren 2v(1—2z)—? mit Bezug auf 2; dadurch er- 
halten wir ein Differential, dessen Integral algebraisch ist, und 
dessen Perioden, bestimmt durch die gewéhnlichen Perioden- 
wege auf der zu v gehdrenden Riemannschen Flache, also Null 
sind. Das Differential wird 


dz1+2(4—1)2—12? 
v (=127 


Setzen wir nun 


i= (oe ee ee 
do da” Jo Bi —ie) d¥ Rikcat ov 
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so erhalten wir, wenn wir die drei Ausdrticke beziehungsweise 
mit 1, 4(22—1), 44(4—1) multiplicieren und addieren, unter 
dem Integralzeichen genau das obenstehende Differential; inte- 
grieren wir langs einem beliebigen Periodenwege, so wird das Inte- 
gral Null; wir haben also, wenn w eine beliebige Periode bedeutet, 
(3) 1 —y S48 + 92) 40 =0. 

Diese Gleichung ist indessen ein specieller Fall der Glei- 
chung (16) auf S. 214, namlich fir c=f=4; y=1, woraus 
wieder 4=u=v=0. Wir haben also folgenden Satz: 

Das Periodenverhiltnis als Funktion des Doppelverhiltnisses 
ist eine Dreiecksfunktion, welche die Halbebene auf einem Kreis- 
bogendreieck abbildet, dessen Winkel alle Null sind. 

In der Figur haben wir vorausgesetzt, dass das Dreieck 
eleichseitig ist, was sich immer durch eine lineare Transfor- 
mation erreichen lasst; durch Hinzufiigung neuer Dreiecke durch 


successive Spiegelung wird bestaéndig ein immer grdésserer Teil 
der Kreisflache ausgefiillt. Alle Eckpunkte fallen auf die Peri- 
pherie und fiillen diese immer dichter ohne Grenze. 

74. Da jeder Kreis durch Inversion auf die Axe der reellen 


320 ZWEITER ABSCHNITT. KAPITEL VI. 


Zahlen hintibergebracht werden kann, und Stticke dieser Axe 
durch s-Funktionen als Kreisbogen abgebildet werden, so mtissen 
die Funktionen tiberhaupt Kreisbogen als Kreisbogen abbilden ; 
mit Hilfe dieser Bemerkung kénnen wir die zu o als Funktion 
der absoluten Invariante J gehérige Figur bestimmen. 

Wir haben S.39 die /-Ebene durch die Funktion 4 ab- 
gebildet und dadurch eine Hinteilung der 2-Ebene in 6 Paare 
von Dreiecken erhalten, deren Seiten teils auf die Axe der 
reellen Zahlen fallen, teils diese Axe unter rechten Winkeln 
schneiden. Diese Einteilung der 4-Ebene bringt nun eine da- 
mit konforme Einteilung der einzelnen Dreiecke in der w-Ebene 
mit sich, néimlich diejenige, die durch die Héhen der Dreiecke 
bestimmt wird; dadurch erhalten wir jedes Dreieck in der oben- 
stehenden Figur in 6 andere geteilt, welche die Winkel 4 a, 
1 und 0 haben, haben also die als Funktion von J ent- 
sprechende Figur bestimmt, oder richtiger eine, die aus dieser 
durch eine lineare Transformation gebildet ist. Da das Peri- 
odenverhiltnis immer einen imagineeren Teil mit positivem Ko- 
efficienten haben muss, so muss eine vollstandige Bestimmung 
der Figur einen Orthogonalkreis geben, der in die Axe der 
reellen Zahlen tibergegangen ist. Fur die genauere Bestim- 
mung ist es erforderlich, dass man ein einzelnes Dreieck kennt, 
dessen Eckpunkte J/=0, 1 und co entsprechen. 

Um ein solches zu finden, setzen wir in das Riemannsche 
Integral 2=—1 und «=—y; dadurch erhalten wir 

1 el 


du ‘ : dy 


Ve(l—2)(-+a) Wy(1—y Fy) 
0 0 

Hier bestimmen die beiden Integrale die Halften von einem 
Paar Perioden, und wir sehen also, dass 7 einer von denjenigen 
Werten des Periodenverhaltnisses ist, die 7=—1 oder J=1 
entsprechen. 

Auf dieselbe Weise findet man, wenn man 24=8 und 
1—pr= y setzt, wo f—f+1=0, dass =O einem Perioden- 
verhaltnis entspricht, das demjenigen von den komplexen Werten 
von 1% gleich ist, dessen imaginarer Teil positiv ist. 
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Da die Seiten des gesuchten Dreiecks die Axe der reellen 
Zahlen unter rechten Winkeln schneiden sollen, so ist hierdurch 
die eine Seite bestimmt als zu einem Kreise gehérend, dessen 
Mittelpunkt der Punkt 0, und dessen Radius 1 ist. Die feh- 
lenden Seiten bilden bekannte Winkel mit der gefundenen und 
mit der Axe der reellen Zahlen, und werden dadurch bestimmt 
als gerade Linien, die senkrecht auf der Axe der reellen Zahlen 
stehen. J=oco entspricht also der unendlich ferne Punkt auf 
der Axe der imaginairen Zahlen; da die tibrigen [=co ent- 
sprechenden Punkte aus dem einen durch lineare Transforma- 
tionen mit ganzen Koefficienten und der Determinante 1 ge- 
funden werden, so werden sie alle reel und rational. 


EINTEILUNG DER MODULSUBSTITUTIONEN. 


75. Unter Modulsudbstitutionen verstehen wir die linearen 
‘Transformationen, deren Koefficienten ganze Zahlen sind mit 
der Determinante 1. Da zwei solche durch Zusammensetzung 
eine von derselben Art geben, so bilden sie alle eine Gruppe, 
die Modulgruppe. 

In der Regel wird es zwei von den Punkten der Ebene 
geben, die durch eine gegebene Transformation ihre Lage nicht 
dndern; diese heissen Doppelpunkte der Transformation und 
werden bestimmt durch die Gleichung 


21 
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so dass wir fiir die Doppelpunkte erhalten 


: a) a—d+ Via+dy—A4 
©) | ena : 

Durch Einfiihrung der Doppelpunkte kénnen wir die Trans- 
formation auf die Form 


no wo —<a 


5 Ry Fi 
(5) Se ee 


bringen; hieraus findet man, da w=oo einem a! = = ent- 
spricht , dass 
(6) :=41(a+d—V(a+dy— 4) 


wo wir nur ein Vorzeichen vor die Wurzelgrésse gesetzt haben, 
da die beiden Werte von & das Produkt 1 haben, also zwei 
Transformationen bestimmen, von denen die eine die reciproke 
der anderen ist. 

Die gefundenen Resultate benutzt man, um die Substitu- 
tionen in drei Arten einzuteilen. 

1. Ist (a+d)’>4, so heisst die Substitution hyperbolisch, 
Die Doppelpunkte sind verschieden und reell, und & ist reell, 
positiv und von 1 verschieden. (5) zeigt, dass die beiden Briiche 
dasselbe Argument haben, oder dass o’, m, a und # auf der- 
selben Kreisperipherie liegen. Die Substitution ist von unend- 
lich hoher Ordnung und wird auf die Potenz n erhoben, wenn 
k auf diese Potenz erhoben wird. Wenn x bis ins Unendliche 
wachst, so nahert der transformierte Punkt sich a, wenn k< 1, 
und 6, wenn #>1. Diese Substitutionen kénnen bei den alge- 
braischen Dreiecksfunktionen nicht vorkommen. 
Do -— 
o + 1 
pelpunkten «= 4(1+V5); B=4(1—V/5) und k= 4(7—8Y5). 

2. Ist (2+d)’=4, so heisst die Substitution parabolisch. 


Als Beispiel kénnen wir o’ = anfiihren mit den Dop- 
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g und @ fallen zusammen in einen reellen und rationalen Punkt, 
und die Form (5) lasst sich nicht benutzen; sie wird ersetzt durch 


(7) — = +A, 
oder, fiir a= 00, 
(8) wo’ = ia Zak 


wo A eine rationale Konstante bedeutet. Die Transformation 
ist von unendlich hoher Ordnung, und durch fortgesetzte An- 
wendung von ihr nahert der Punkt sich dem Doppelpunkt, 
indem er bestandig auf einen Kreis fallt, der die Axe in diesem 
Punkte bertihrt. 

Auf der Figur Seite 321 sehen wir, dass der [=oo ent- 
sprechende Punkt i co Doppelpunkt ist ftir ’ = + 1. 

3. (a+d)’<4. Die Substitution heisst elliptisch. Da die 
Koefficienten ganze Zahlen sind, so haben wir nur zwei mog- 
liche Falle, namlich (a+ d)*=0 und (a+ d)*=1. 

Die Doppelpunkte sind konjugierte komplexe Punkte, und 
man hat in beiden Fallen beziehungsweise *=—1 und 


= —————., so dass die Substitutionen beziehungsweise von 


zweiter und dritter Ordnung sind. Da der Doppelpunkt der 
Substitution (wir verstehen hierunter im besonderen denjenigen, 
der tiber der Axe der reellen Zahlen liegt) bei ihrer Anwen- 
dung liegen bleibt, so kénnen wir ihre Wirkung mit einer er- 
weiterten Bedeutung des Wortes als eine Drehung der Figur 
um diesen Punkt auffassen, wobei die Grésse der Drehung in 
den beiden Fallen beziehungsweise x und 3 ist. Die Doppel- 
punkte werden also solche Punkte, in denen beziehungsweise 
4. und 6 abwechselnd schraffierte und weisse Dreiecke zu- 
sammenstossen. 

76. Die beiden oben 8. 319 und 321 stehenden Figuren 
kénnen dazu dienen diese Bemerkungen zu illustrieren. Die 
erste, bei welcher der Orthogonalkreis durch eine lineare Sub- 
stitution an die Stelle der Axe der reellen Zahlen getreten ist, 
zeigt, dass elliptische Substitutionen nicht vorkommen. In 
Wirklichkeit bleibt 2, als Funktion von o, nicht unverandert 

21% 
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bei allen Modulsubstitutionen, da gewisse von diesen die 6 
Werte von 2 in einander tiberfiihren. Indem wir zu der zweiten 
Figur tibergehen, teilen wir jedes Dreieck in 6 andere, so dass 
ein Doppeldreieck, das einem ganzen Blatt entspricht, in 6 
weisse und 6. schraffierte Dreiecke geteilt wird; diese stossen 
in Punkten zusammen, um die sich beziehungsweise zwei oder 
drei Paare gruppieren, und die Doppelpunkte fir elliptische 
Substitutionen sind. Einem Werte von J entspricht ein Punkt 
in jedem der 6 Dreieckspaare, und diese Punkte werden in 
einander tibergeftihrt durch die elliptischen Transformationen. 
Nur einer von den 6 Punkten entspricht einem gegebenen Werte 
von 2, wihrend die tibrigen den tibrigen 5 durch 4 bestimmten 
Werten des Doppelverhaltnisses entsprechen. Im besonderen 
sehen wir, dass der J=1 entsprechende Punkt 7, um den 
herum zwei Paar Dreiecke liegen, so dass k=—1, der Sub- 


: —1 : Hise ' 
stitution o’ = — entspricht. Da alle Modulsubstitutionen, wie 


frtiher gezeigt, sich aus dieser und der J=co entsprechenden 
parabolischen Substitution, ’ =o+1, zusammensetzen lassen, 
so muss die » als Funktion von J entsprechende Gruppe die 
vollstindige Modulgruppe sein. 

Man erkennt hier die Ubereinstimmung mit Galois’ Theorie 
der algebraischen Gleichungen. Solange nur J als gegeben 
betrachtet wird, haben wir die vollstindige Modulgruppe, wird 
aber 4 hinzugeftigt, so wird die Gruppe auf eine Untergruppe 
reduciert, die aus denjenigen Substitutionen besteht, die 2 
nicht andern. Dadurch wird man dahin gebracht die Unter- 
gruppen zu suchen, die sich in der vollstindigen Gruppe finden, 
um dadurch zu neuen Modulfunktionen zu gelangen. Diese 
Untersuchung bildet einen wesentlichen Teil der friiher er- 
wahnten Vorlesungen von Felix Klein. 


PICARDS ERWEITERTER SATZ, 


77. Das Entwickelte wollen wir nun benutzen, um den 
Seite 180 erwahnten Satz von Picard zu beweisen; zu dem 
Ende nehmen wir an, dass g(z) eine ganze transcendente Funk- 
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tion ist, und dass die Gleichungen g(z)=0 und g(z)=1 nur 
eine endliche Anzahl endlicher Lésungen haben; wir wollen 
beweisen, dass g(z) eine rationale Funktion sein muss, oder 
mit anderen Worten, dass sie im Punkte co nur einen Pol 
haben kann. 

Stellt w(7) das Periodenverhaltnis als Funktion der abso- 
luten Invariante dar, so betrachten wir die Funktion 


F(z) = o(g (2). 


Um z=9 zeichnen wir einen Kreis S, der alle g(z)=0 
und g(z)=1 entsprechenden Punkte enthalt. Ausserhalb des 
Kreises giebt es dann keinen anderen singuléren Punkt fiir 
F(z) als den Punkt z= co, und dieser soll hun genauer unter- 
sucht werden. 

Durchlauft 2 eine geschlossene Kurve, die S enthalt, so 
beschreibt auch g(z) eine geschlossene Kurve, und ein Wert 
# von F(z) geht tiber in einen Wert o’, der aus durch eine 
Modulsubstitution gebildet wird. Diese muss ftir jeden geschlos- 
senen Weg, der einmal um S herum fiihrt, dieselbe bleiben, 
da zwei solche Wege sich durch stetige Anderung in einander 
tiberftihren lassen, ohne dass ein singulérer Punkt passiert wird. 
Wir betrachten nun jede der drei Arten von Substitutionen 
fiir sich, wobei jedoch auch auf die Méglichkeit, dass die Sub- 
stitution die identische sein kann, Rticksicht zu nehmen ist. 

Die elliptischen Modulfunktionen sind beziehungsweise von 
zweiter und dritter Ordnung. Im ersten Falle ist der Multipli- 
kator k=—1, so dass der durch die Doppelpunkte « und 8 
ausgedrtickte Bruch (5) das Vorzeichen wechselt, wenn z um 


den Punkt co herumgeht; dasselbe gilt von /z, und setzen wir 


o—a_ w(z) 


a—p Vz’ 


so muss also w(z) eindeutig in der Umgegend von oo sein. 
Setzen wir voraus, dass 8 derjenige Doppelpunkt ist, dessen 
imaginarer Teil negativ ist, und lassen wir 2 sich co nahern, 
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so kann sich nicht 6 néihern, der Bruch kann also nicht 
unendlich werden. 

w(2) kann also weder in co einen Pol haben, da die Funk- 
tion in einem solechem unendlich von mindestens erster Ord- 
nung ist, noch einen wesentlich singuliiren Punkt, da die Funktion 
in einem solchen unendlich werden kann von so hoher Ord- 
nung, wie man will. Der Bruch auf der rechten Seite muss 
sich deshalb Null nihern, so dass w sich a ndhern muss, einerlei 
wie 2 sich co nihert. Nun ist jedoch a@ einer von den Werten 
von , die, ebenso wie #=7, einem J=1 entsprechen; wir 
sehen also, dass g(z) sich 1 nihert, wenn ¢ sich co niahert, 
und dieser Punkt kann deshalb nicht singulér sein; das ist 
indessen unméglich, da g(z) eine ganze transcendente Funk- 
tion ist. 

Auf dieselbe Weise zeigt man, dass die Substitution nicht 
von dritter Ordnung sein kann; hierftir benutzt man den Divisor 
Vz und findet, dass y(z) sich fir g=oo der Null nihert. Die 
Substitution kann also nicht. elliptisch sein. 

Ist die Substitution hyperbolisch, so setzt man 


wo « und 6 reell sind, und a=/k, wo &k den positiven Multi- 
plikator bedeutet; @ kann als positiv betrachtet werden. Da 
der exponentielle Faktor ebenso wie der Bruch mit % multi- 
pliciert wird, wenn z um oo herumgeht, so wird w(z) ein- 
deutig. Zeichnen wir um oo einen kleinen Kreis s, so be- 
grenzen dieser und S ein Areal, in welchem w(z) nicht Null 
oder unendlich werden kann, denn der exponentielle Faktor 
hat einen Modulus, der keinen von diesen Werten erhalten 
kann, und » kann nur den Wert a oder 6 annehmen, wenn 
g(z) gleich 0, 1 oder co ist. Deshalb kann man y’'(z): (ez) 
in einer im Kreisringe geltenden Reihe entwickeln (I. 75): 


w'(z) ot hee | 
w (2) me a +Qa+ 02+..., 
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wo a, wegen der Eindeutigkeit von w eine ganze Zahl m sein 
muss; hieraus folgt also 


w (z) a oe ef). 
wo P(z) ausserhalb S eindeutig und stetig ist, ausgenommen 
in co, Man hat also 


GS + n) Uz2)+P(z) 


Oa, 
=@ 


o—B 


Nun kann der Koefficient von 7 auf der linken Seite durch 
keine Variation von z das Vorzeichen wechseln, wahrend sich 
zeigen lasst, dass dies nicht von der Grésse auf der rechten 
Seite gilt, und dadurch ist dann gezeigt, dass die Substitution 
nicht hyperbolisch sein kann. 

Setzen wir den Exponenten auf der rechten Seite gleich 
u-+iv, so wechselt der genannte Koefficient das Zeichen mit 
sin v, und wir wollen deshalb zeigen, dass v nicht immer 
zwischen zwei auf einander folgenden Vielfachen von a liegt. 
Das ergiebt sich sofort, wenn m nicht Null ist, da v die Zu- 
‘nahme 2ma erfaihrt, wenn zg einmal um co herumgeht. Fir 
m=O haben wir 


: 5 
Int Inv YAniu 
2) 
(2) a ap” 
oder 
19} Ory Vai 
aT? P(z) = =e 
ze” 7 e 


Hier hat die rechte Seite einen Modulus, der nach unserer 
Voraussetzung tiber » immer zwischen zwei endliche von Null 
verschiedene Grenzen fallt, wenn 2 sich co nahert. Dies gilt 
jedoch nicht von der linken Seite, einerlei ob P(2) in co einen 
gewohnlichen Punkt, einen Pol oder einen wesentlich singularen 
Punkt hat. 

Ist die Substitution parabolisch, so setzen wir (7) 
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wo w(z) dann eindeutig ist; hieraus erhalten wir 


pariu iow gt eta (2), 


In w ist der Koefficient von 7 positiv, und der Modulus 
der linken Seite kann deshalb nicht tiber 1 hinausgehen. Der 
Punkt co kann also kein wesentlich singulirer Punkt ftir die 
Funktion auf der rechten Seite sein, und das bringt mit sich, 
da A rational ist, dass w(z) in co keinen Pol oder wesentlich 
singuliren Punkt haben kann; das bringt wieder mit sich, 
dass » sich @ niaihern muss, einerlei wie 2 sich auch oo néhert, 
oder dass dieser Punkt kein wesentlich singulérer Punkt ftir 
¢(z) sein kann. 

Nun bleibt uns noch die Voraussetzung, dass die Substitu- 
tion die identische ist, so dass  eindeutig ausserhalb Sist. e27#? 
wird dann auch eindeutig sein und keinen grésseren Modulus 
als 1 erhalten kénnen. Das ist unméglich, wenn ein Pol 
oder ein wesentlich singulérer Punkt ist. Der Punkt muss also 
ein gewOhnlicher Punkt sein, so dass e?7?® sich einem bestimmten 
endlichen Werte @ néaihern muss, wenn z sich co niahert. 


; 1 4 : 
muss sich dann Onie a nihern, und dieser Ausdruck kann nur 


einen Wert haben, da  eindeutig ist. Da nun die umgekehrte 
Funktion von » eindeutig ist, so muss g(z) in co einen ge- 
wohnlichen Punkt oder einen Pol haben. 

Wir haben also gesehen, dass y(z) in keinem Falle einen 
wesentlich singularen Punkt im Punkte co haben kann, und 
die Funktion, die im tibrigen holomorph in der ganzen Ebene 
ist, muss dann eine ganze rationale Funktion sein. 
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